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ÏÐÅÄÃÎÂÎÐ

Ó÷åáíèêúò �Êîëè÷åñòâåíè ìåòîäè â èêîíîìèêàòà è óïðàâëåíèå òî� å ïðåäíàçíà-
÷åí çà ñòóäåíòè îò ôàêóëòåò �Ñòîïàíñêè� íà Òåõíè÷åñêè óíèâå ðñèòåò - Ãàáðîâî ñ
îáðàçîâàòåëíî-êâàëèôèêàöèîííà ñòåïåí �áàêàëàâúð�.

Îñíîâíà öåë, êîÿòî àâòîðúò ñè å ïîñòàâèë, å äà ñå íàìåðè íåîáõ îäèìèÿ áàëàíñ
ìåæäó ïîñëåäîâàòåëíîòî, ëîãè÷åñêî èçãðàæäàíå íà ìàòåìàòè ÷åñêèòå ïîíÿòèÿ è
óñâîÿâàíåòî èì îò áúäåùèòå èêîíîìèñòè è óïðàâëåíöè êàòî îñí îâåí àïàðàò çà
èçó÷àâàíå íà îáùîèêîíîìè÷åñêèòå è ñïåöèàëíè äèñöèïëèíè. Â ñúîòâåòñòâèå ñ îã-
ðàíè÷åíèÿ õîðàðèóì, óäàðåíèåòî å ïîñòàâåíî íà âòîðàòà ñòðà íà, êàòî èçëîæåíèåòî
å ïîäêðåïåíî ñ äîñòàòú÷åí áðîé ïðèìåðè è ïîäðîáíî ðåøåíè çàä à÷è.

Âêëþ÷åíè ñà ñëåäíèòå ðàçäåëè: ôóíêöèÿ, ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíà íà
ôóíêöèÿ, ïðèëîæåíèå íà ïðîèçâîäíèòå, íåîïðåäåëåí èíòåãðà ë, îïðåäåëåí èíòåã-
ðàë è íåãîâèòå ïðèëîæåíèÿ, îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâí åíèÿ ñ ðàçäåëåíè
ïðîìåíëèâè.

Âñÿêà ãëàâà ñúäúðæà ñúîòâåòíèÿ òåîðåòè÷åí ìàòåðèàë, ïðèìåðè, ðåøåíè çàäà-
÷è è çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ïîäãîòîâêà. Áðîÿò íà ðåøåíèòå ç àäà÷è è çàäà÷èòå
çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà íàäõâúðëÿ 150. Âñè÷êè çàäà÷è èìàò î òãîâîðè, êîåòî ùå
óëåñíè ñòóäåíòèòå ïðè ñàìîñòîÿòåëíàòà èì ðàáîòà.

Ó÷åáíèêúò ùå áúäå îñîáåíî ïîëåçåí çà ñòóäåíòè â çàäî÷íà è äèñ òàíöèîííà ôîðìà
íà îáó÷åíèå.

Àïðèë 2014 ã. Àâòîðúò
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Ãëàâà 1

Ôóíêöèÿ. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

I. Áåçêðàéíè ÷èñëîâè ðåäèöè

Äåôèíèöèÿ 1.1 Êàçâà ñå, ÷å å äåôèíèðàíà áåçêðàéíà÷èñëîâà ðåäèöà

a1; a2; a3; : : : ; an ; : : : ;

àêî íà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ïî îïðåäåëåíî ïðàâèëî å ñúïîñòàâåíî ÷èñëî an :

×èñëàòà a1; a2; : : : ñå íàðè÷àò ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà; an ñå íàðè÷à îáù
÷ëåí íà ðåäèöàòà.

Çà ÷èñëîâà ðåäèöà ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî f ang:

Ðåäèöàòà f ang å îãðàíè÷åíà, àêî ñúùåñòâóâà êðàåí è çàòâîðåí èíòåðâàë
[m; M ]; ñúäúðæàù âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà, ò.å. òàêúâ, ÷å çà âñÿêîn äà áúäå
èçïúëíåíî m < a n < M:

Èçâåñòíî å, ÷å ìåæäó ðåàëíèòå ÷èñëà è òî÷êèòå îò ðåàëíàòà ïðàâà èìà âçàèìíî-
åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà ùå îòúæäåñòâ ÿâàìå �÷èñëîòî a� ñ
�òî÷êàòà a�.

Äåôèíèöèÿ 1.2 Îêîëíîñò íà òî÷êàòà a íàðè÷àìå âñåêè îòâîðåí èíòåð-
âàë, ñúäúðæàù òàçè òî÷êà. Èíòåðâàëúò (a � " ; a + ") íàðè÷àìå " � îêîëíîñò
íà òî÷êàòà a.

Óñëîâèåòî an 2 (a � " ; a + ") ìîæå äà ñå çàïèøå ïî íÿêîëêî íà÷èíà:

a � " < a n < a + " () � " < a n � a < " () j an � aj < ":

Äåôèíèöèÿ 1.3 ×èñëîòî a ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ðåäèöàòà f ang; àêî çà
âñÿêî " > 0 ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî N; ÷å çà âñÿêî n > N å èçïúëíåíî
jan � aj < ":

Òîâà ñå îçíà÷àâà ñ lim an = a èëè limn!1 an = a èëè an �! a:

Ðåäèöà, êîÿòî èìà ãðàíèöà, ñå íàðè÷à ñõîäÿùà. Ðåäèöà, êîÿòî íå å ñõîäÿùà, ñå
íàðè÷à ðàçõîäÿùà.

Òåîðåìà 1.1 Âñÿêà ñõîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà å îãðàíè÷åíà.

5



6 ÃËÀÂÀ 1. ÔÓÍÊÖÈß. ÃÐÀÍÈÖÀ ÍÀ ÔÓÍÊÖÈß

Äîêàçàòåëñòâî : Ñïîðåä äåôèíèöèÿ 1.3, êàêâîòî è " > 0 äà èçáåðåì, íà íåãî
ñúîòâåòñòâà òàêîâà ÷èñëî N; ÷å âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà f ang ñ èíäåêñ
(íîìåð) n ïî-ãîëÿì îò N , ò.å. âñè÷êè îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê, ñå íàìèðàò â
" � îêîëíîñò íà òî÷êàòà a: Ñëåäîâàòåëíî èçâúí òàçè îêîëíîñò îñòàâàò êðàåí áðîé
÷ëåíîâå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà íàìåðèì ÷èñëà m è M òàêèâà, ÷åm < a n < M
çà âñÿêî n: �

Òåîðåìà 1.2 Àêî lim an = a; lim bn = b è àêî çà âñÿêî n èìàìå an � bn ; òî
a � b:

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å èçâåñòíà êàòî òåîðåìà (ëåìà) / çà äâàìàòà ïîëèöàè .

Òåîðåìà 1.3 Àêî lim an = lim bn = l è an � cn � bn çà âñÿêî n; òî lim cn = l:

Òåîðåìà 1.4 Àêî lim an = a è lim bn = b; òî:

1. lim(an � bn ) = lim an � lim bn = a � b

2. lim(an :bn ) = lim an : lim bn = a:b

3. Àêî bn 6= 0 çà âñÿêî n è b6= 0; òî lim
an

bn
=

a
b

:

Ðåäèöàòà f ang å ìîíîòîííî ðàñòÿùà, àêî çà âñÿêî n å èçïúëíåíî an � an+1 :

Ðåäèöàòà f ang å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà, àêî çà âñÿêî n å èçïúëíåíî
an � an+1 :

Ðåäèöàòà f ang å îãðàíè÷åíà îòãîðå, àêî ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî M; ÷å çà
âñÿêî n å èçïúëíåíî an < M:

Ðåäèöàòà f ang å îãðàíè÷åíà îòäîëó, àêî ñúùåñòâóâà òàêîâà ÷èñëî m; ÷å çà
âñÿêî n å èçïúëíåíî m < a n :

Òåîðåìà 1.5 Âñÿêà ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà ÷èñëîâà ðåäèöà å ñõîäÿùà.

Òåîðåìàòà ìîæåì äà ðàçäåëèì íà äâå òâúðäåíèÿ:

1. Âñÿêà ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà îòãîðå ðåäèöà å ñõîä ÿùà.
2. Âñÿêà ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà îòäîëó ðåäèöà å ñ õîäÿùà.

Òåîðåìà 1.6 Àêî lim an = �1 ; òî lim
1
an

= 0 è îáðàòíî, àêî lim an = 0; òî

lim
1
an

= �1 .

Òåîðåìà 1.7 Ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí an =
�

1 +
1
n

� n

ñå áåëåæè ñ

áóêâàòà e � 2; 7182 è ñå íàðè÷àÍåïåðîâî ÷èñëî
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II. Ôóíêöèÿ

Ïîíÿòèåòî ôóíêöèîíàëíà çàâèñèìîñò å åäíî îò îñíîâíèòå ïîíÿ òèÿ â ìàòåìàòèêàòà
è èãðàå ãëàâíà ðîëÿ â íåéíèòå ïðèëîæåíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 1.4 Íåêà D å ÷èñëîâî ìíîæåñòâî è íåêà ïî îïðåäåëåíî ïðàâèëî
íà âñÿêî ÷èñëî x 2 D å ñúïîñòàâåíî ïî åäíî ðåàëíî ÷èñëî f (x): Òîãàâà ñå êàçâà,
÷å â ìíîæåñòâîòî D å çàäàäåíà ôóíêöèÿ.

Íàé-÷åñòî ôóíêöèÿòà îçíà÷àâàìå ñ y = f (x); êúäåòî x å àðãóìåíò èëè íåçà-
âèñèìà ïðîìåíëèâà , à y å çàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà .

Ìíîæåñòâîòî D ñå íàðè÷à äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî èëè äåôèíèöèîííà
îáëàñò. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòîéíîñòè y = f (x); x 2 D; ñå íàðè÷à îáëàñò
îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà èëè îáðàç íà ìíîæåñòâîòî D:

Àêî â ðàâíèíàòà èìàìå ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Oxy, ìíîæåñòâîòî îò
òî÷êè ñ êîîðäèíàòè (x; f (x)) , x 2 D; ñå íàðè÷àãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà y = f (x)
èëè êðèâà ñ óðàâíåíèå y = f (x):

Ôóíêöèÿòà y = f (x) ñå íàðè÷à ÷åòíà, àêî f (� x) = f (x): Ãðàôèêàòà íà òàêàâà
ôóíêöèÿ å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî îðäèíàòíàòà îñ .
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Ôóíêöèÿòà y = f (x) ñå íàðè÷à íå÷åòíà, àêî f (� x) = � f (x): Ãðàôèêàòà íà
òàêàâà ôóíêöèÿ å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî .

Ôóíêöèÿòà y = f (x) ñå íàðè÷à ïåðèîäè÷íà, àêî f (x+ T) = f (x): Íàé-ìàëêîòî
ïîëîæèòåëíî ÷èñëî T ñ òîâà ñâîéñòâî ñå íàðè÷à ïåðèîä íà ôóíêöèÿòà.

Àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî M; òàêà ÷å jf (x)j < M çà âñÿêî x 2 D; òî ôóíêöèÿ-
òà f (x) ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíà. Ñ äðóãè äóìè åäíà ôóíêöèÿ å îãðàíè÷åíà, àêî
íåéíîòî ìíîæåñòâî îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè å îãðàíè÷åíî.

Ôóíêöèÿòà f (x) ñå íàðè÷à ñòðîãî ðàñòÿùà , àêî îò x1 < x 2 ñëåäâà f (x1) <
f (x2): Ôóíêöèÿòà f (x) ñå íàðè÷à ñòðîãî íàìàëÿâàùà , àêî îò x1 < x 2 ñëåäâà
f (x1) > f (x2):

Ñëåäâàùèòå ôóíêöèè ñå èçó÷àâàò â ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ìàòåìàòè êà è ñå íàðè÷àò

Îñíîâíè åëåìåíòàðíè ôóíêöèè

1. y = x � ; x > 0; � - ðåàëíî ÷èñëî ñòåïåííà ôóíêöèÿ

2. y = ax ; a > 0; a 6= 1 ïîêàçàòåëíà ôóíêöèÿ

3. y = loga x; x > 0; a > 0; a 6= 1 ëîãàðèòìè÷íà ôóíêöèÿ
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Ãðàôèêèòå íà òàçè ñòðàíèöà ñà ãðàôèêè íà îñíîâíè åëåìåíòàðí è ôóíêöèè.
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Àêî a = e; òî ôóíêöèÿòà y = ex ñå íàðè÷à åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ , à
y = loge x = ln x ñå íàðè÷à íàòóðàëåí ëîãàðèòúì .

Ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè ñà ïðåäñòàâåíè íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà.

Äåôèíèöèÿ 1.5 Ôóíêöèÿòà f (x) ñå íàðè÷à îáðàòèìà , àêî îò íåðàâåíñò-
âîòî x1 6= x2 ñëåäâà f (x1) 6= f (x2); ò.å. êîãàòî íà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà
àðãóìåíòà ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà.

Òîâà óñëîâèå, ðàçáèðà ñå, íå å èçïúëíåíî çà âñÿêà ôóíêöèÿ. Î÷ åâèäíî å îáà÷å, ÷å
òî å â ñèëà çà âñÿêà ñòðîãî ðàñòÿùà èëè ñòðîãî íàìàëÿâàùà ôóíê öèÿ, ò.å. ñòðîãî
ðàñòÿùèòå è ñòðîãî íàìàëÿâàùèòå ôóíêöèè ñà îáðàòèìè.

Äåôèíèöèÿ 1.6 Íåêà ôóíêöèÿòà y = f (x); x 2 D; y 2 M å îáðàòèìà.
Ôóíêöèÿòà x = g(y); y 2 M; x 2 D; êîÿòî íà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò y0 2 M
ñúïîñòàâÿ îíàçè ñòîéíîñò x0 2 D; çà êîÿòî f (x0) = y0; ñå íàðè÷à îáðàòíà
íà ôóíêöèÿòà y = f (x):
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Îò äåôèíèöèÿòà âèæäàìå, ÷å îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà äàäåíàò à ôóíêöèÿ ñëóæè
çà äåôèíèöèîííà îáëàñò íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ, à äåôèíèöèîíí àòà îáëàñò ñëóæè
çà îáëàñò îò ñòîéíîñòè íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ.

Îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà f (x) (x 2 D) ñå áåëåæè ñf � 1(x) (x 2 M ): ×åñòî äâîéêàòà
ôóíêöèè f (x) è f � 1(x) ñå íàðè÷àò ïðàâà è îáðàòíà ôóíêöèè.

Î÷åâèäíî å, ÷å ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

f (f � 1(x)) = x; x 2 M è f � 1(f (x)) = x; x 2 D:

Ãðàôèêèòå íà äâåòå ôóíêöèè (ïðàâà è îáðàòíà) ñà ñèìåòðè÷íè ñ ïðÿ-
ìî úãëîïîëîâÿùàòà íà ïúðâè è òðåòè êâàäðàíò. Ëåñíî å äà ñå óáåäèì â
òîâà ÷ðåç ñëåäâàùèÿ ÷åðòåæ.

Íàèñòèíà, íåêà òî÷êà A(x; f (x)) ëåæè íà ãðàôèêàòà íà ïðàâàòà ôóíêöèÿ f (x).
Òîãàâà òî÷êà B(f (x); x) ëåæè íà ãðàôèêàòà íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ. Âèæäà ñå, ÷å
4 ABC å ïðàâîúãúëåí è ðàâíîáåäðåí. Òîãàâà CD å úãëîïîëîâÿùà, âèñî÷èíà è ìå-
äèàíà. Ñëåäîâàòåëíî AD = BD:

-

6

O x

y

A(x; f (x))

B(f (x); x)

C

D

y = x

a

a

a

Ïðèìåð : Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f (x) = x2 â èíòåðâàëà [0; 1 ): Òúé êàòî
ôóíêöèÿòà å ñòðîãî ðàñòÿùà, òÿ å îáðàòèìà è íåéíàòà îáðàòíà å f � 1(x) =

p
x: Íà-

èñòèíà, ôóíêöèÿòà
p

x å äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [0; 1 ) (îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè
íà x2 å ñúùèÿò èíòåðâàë) è f � 1(f (x)) =

p
x2 = x è f (f � 1(x)) = (

p
x)2 = x:

Ïðèìåð : Åêñïîíåíöèàëíàòà ôóíêöèÿ è íàòóðàëíèÿò ëîãàðèòúì ñà âçàè ìíî îá-
ðàòíè ôóíêöèè. Íàèñòèíà, äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿ òà ex è îáëàñò-
òà îò ñòîéíîñòè íà ln(x) å èíòåðâàëúò (�1 ; 1 ), a äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà
ôóíêöèÿòà ln(x) è îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ex å èíòåðâàëúò (0; 1 ): Îñâåí òîâà
f � 1(f (x)) = ln( ex ) = x è f (f � 1(x)) = eln( x) = x:

Äåôèíèöèÿ 1.7 Àêî y = f (u), à u = ' (x), òî ôóíêöèÿòà F (x) = f (' (x)) ñå
íàðè÷à ñúñòàâíà ôóíêöèÿ , ñëîæíà ôóíêöèÿ èëè ôóíêöèÿ îò ôóíêöèÿ .

Äåôèíèöèÿ 1.8 Åëåìåíòàðíè ôóíêöèè ùå íàðè÷àìå ôóíêöèèòå, êîèòî ñå
ïîëó÷àâàò îò îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè è îïåðàöèèòå ñú áèðàíå, èçâàæ-
äàíå, óìíîæåíèå, äåëåíèå è ôóíêöèÿ îò ôóíêöèÿ.
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ÇÀÄÀ×È

1.1 Äà ñå îïðåäåëè äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà y =
1

p
3x � 2jxj � 10

:

Ðåøåíèå: Çíàìåíàòåëÿò íå ìîæå äà áúäå íóëà, à èçðàçúò ïîä êîðåíà òðÿá âà äà
áúäå íåîòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà, êîãàòî

3x � 2jxj � 10 > 0:

Ðåøàâàìå òîâà íåðàâåíñòâî. Òúé êàòî â èçðàçà ó÷àñòâà jxj; ùå ðàçãëåäàìå äâà
ñëó÷àÿ.

1. Àêî x 2 (�1 ; 0); òî jxj = � x è ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâî

5x � 10 > 0; ò.å. x 2 (2; + 1 ):

Íî x < 0 è ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé íåðàâåíñòâîòî íÿìà ðåøåíèå.

2. Àêî x 2 [0; + 1 ); òî jxj = x è ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî x � 10 > 0; ò.å
x 2 (10; + 1 ).

Îáåäèíÿâàìå ðåçóëòàòèòå îò äâàòà ñëó÷àÿ è ïîëó÷àâàìå, ÷å äåôèíèöèîííàòà îá-
ëàñò íà ôóíêöèÿòà å èíòåðâàëà (10; + 1 ):

1.2 Äà ñå îïðåäåëè äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà y = ln(5 � 2x):

Ðåøåíèå: Ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ å äåôèíèðàíà ñàìî çà ïîëîæèòåëíè ñ òîéíîñ-
òè íà àðãóìåíòà. Ñëåäîâàòåëíî äåôèíèöèîííàòà îáëàñò ñå îïð åäåëÿ îò óñëîâèåòî

5 � 2x > 0; ò.å. x 2
�

�1 ;
5
2

�
:

1.3 Äà ñå óñòàíîâè äàëè å ÷åòíà èëè íå÷åòíà ôóíêöèÿòà y = ln
�
x +

p
1 + x2

�
:

Ðåøåíèå: Èìàìå:

y(� x) = ln
� p

1 + ( � x)2 � x
�

= ln

� p
1 + x2 � x

� � p
1 + x2 + x

�

p
1 + x2 + x

=

= ln
1

x +
p

1 + x2
= � ln

�
x +

p
1 + x2

�
= � y(x):

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà å íå÷åòíà.
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III. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ. Íåïðåêúñíàòîñò

Íåêà ôóíêöèÿòà y = f (x) å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0; êàòî â ñàìàòà
òî÷êà ìîæå è äà íå å äåôèíèðàíà.

Äåôèíèöèÿ 1.9 (Êîø�è) ×èñëîòî A ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà
f (x) ïðè x; êëîíÿùî êúì x0; àêî çà âñÿêî " > 0 ìîæå äà ñå íàìåðè òà-
êîâà ÷èñëî � > 0; ÷å çà âñÿêî x; çà êîåòî 0 < jx � x0j < � äà áúäå èçïúëíåíî

jf (x) � Aj < ":

Îçíà÷àâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

lim
x! x0

f (x) = A

Îñíîâíîòî â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ å, ÷å âñåêè èçáîð íà " > 0 îïðåäåëÿ òàêîâà ÷èñëî
� > 0; ÷å êîãàòî x 6= x0 è ïðèíàäëåæè íà � -îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0; ñòîéíîñòèòå
íà ôóíêöèÿòà ïðèíàäëåæàò íà "-îêîëíîñò íà ÷èñëîòî A:

Äåôèíèöèÿ 1.10 (Õàéíå) ×èñëîòî A ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà
f (x) ïðè x ! x0; àêî ïðè âñåêè èçáîð íà ÷èñëîâà ðåäèöàf xng ! x0 ñúîòâåòíàòà
ðåäèöà îò ôóíêöèîíàëíè ñòîéíîñòè f f (xn )g ! A:

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å äåôèíèöèèòå íà Õàéíå è Êîøè ñà åêâèâàëåí òíè.

Àêî x êëîíè êúì x0 ñúñ ñòîéíîñòè ïî-ìàëêè îò x0; òî ãðàíèöàòà ñå íàðè÷à
ëÿâà, à àêî x êëîíè êúì x0 ñúñ ñòîéíîñòè ïî-ãîëåìè îò x0; ãðàíèöàòà ñå
íàðè÷à äÿñíà.

Ëåâèòå è äåñíè ãðàíèöè ùå îçíà÷àâàìå ñúîòâåòíî ñ:

lim
x! x �

0

f (x) = f (x0 � 0) è lim
x! x+

0

f (x) = f (x0 + 0) :

Ðàâåíñòâîòî f (x0 � 0) = f (x0 + 0) = A å åêâèâàëåíòíî ñ lim
x! x0

f (x) = A:

Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å äåôèíèðàíà â èíòåðâàë îò âèäà (a;+ 1 ):

Äåôèíèöèÿ 1.11 Êàçâàìå, ÷å A å ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f (x); êîãàòî x
êëîíè êúì + 1 , àêî ïðè âñåêè èçáîð íà " > 0 ìîæå äà ñå íàìåðè òàêîâà ÷èñëî
K; ÷å çà âñÿêî x > K äà áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

jf (x) � Aj < ":

Çàïèñâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

lim
x! + 1

f (x) = A:

Àíàëîãè÷íè äåôèíèöèè ñå äàâàò è çà ãðàíèöèòå

lim
x! a

f (x) = + 1 ; lim
x! a

f (x) = �1 ; lim
x!1

f (x) = 1 è äð.
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Òåîðåìà 1.8 Íåêà lim
x! x0

f (x) = A: Òîãàâà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿ-

òà f (x) å îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 1.9 Íåêà lim
x! x0

f (x) = A; lim
x! x0

g(x) = B è f (x) � g(x) â îêîëíîñò íà x0:

Òîãàâà A � B .

Äîêàçàòåëñòâî : Ïðèëàãàìå äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå. Íåêà f xng ! x0: Òîãàâà çà
äîñòàòú÷íî ãîëåìè n òî÷êèòå xn ùå ïðèíàäëåæàò íà ðàçãëåæäàíàòà îêîëíîñò íà
òî÷êàòà x0 è çà òÿõ ùå áúäå èçïúëíåíî f (xn ) � g(xn ): Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 1.2 è
ïîëó÷àâàìå A � B . �

Òåîðåìà 1.10 Íåêà lim
x! x0

f (x) = lim
x! x0

g(x) = A è f (x) � ' (x) � g(x) â îêîëíîñò

íà x0: Òîãàâà lim
x! x0

' (x) = A.

Äîêàçàòåëñòâî : Îòíîâî ïðèëàãàìå äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå. Íåêà f xng ! x0: Òî-
ãàâà çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè n òî÷êèòå xn ùå ïðèíàäëåæàò íà äàäåíàòà îêîëíîñò
íà òî÷êàòà x0 è çà òÿõ ùå áúäå èçïúëíåíî f (xn ) � ' (xn ) � g(xn ): Ñåãà ïðèëàãàìå
Òåîðåìà 1.3 è ïîëó÷àâàìå lim

x! x0
' (x) = A. �

Òåîðåìà 1.11 Àêî

lim
x! x0

f (x) = A è lim
x! x0

g(x) = B;

òî:

1. lim
x! x0

[ f (x) � g(x) ] = A � B;

2. lim
x! x0

[ �f (x) ] = �A;

3. lim
x! x0

[ f (x):g(x) ] = A:B;

4. Àêî lim
x! x0

g(x) = B 6= 0 è g(x) 6= 0; òî lim
x! x0

f (x)
g(x)

=
A
B

:

Âåðíîñòòà íà òåçè òâúðäåíèÿ ñëåäâà îò äåôèíèöèÿòà íà Õàéíå è Òåîðåìà 1.4. �

Íÿêîè îñíîâíè ãðàíèöè

lim
x!�1

1
x

= 0 lim
x! 0�

1
x

= �1 lim
x! 0+

1
x

= + 1

lim
x! 0

(1 + x)
1
x = e lim

x! 0

ln(1 + x)
x

= 1 lim
x!1

a
1
x = 1 ( a > 0)
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Íåêà x0 è x ñà òî÷êè îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà y = f (x): Ðàç-
ëèêàòà � x = x � x0; êîÿòî ìîæå äà áúäå ïîëîæèòåëíî èëè îòðèöàòåëíî ÷èñëî,
íàðè÷àìå íàðàñòâàíå íà àðãóìåíòà , à

� y = f (x) � f (x0) = f (x0 + � x) � f (x0)

íàðè÷àìå íàðàñòâàíå íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà x0 , ñúîòâåòñòâàùî íà � x:

Äåôèíèöèÿ 1.12 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà y = f (x) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà x0; êîãàòî íà áåçêðàéíî ìàëêî íàðàñòâàíå íà àðãóìåíòà îòãîâàðÿ
áåçêðàéíî ìàëêî íàðàñòâàíå íà ôóíêöèÿòà, ò.å.

lim
� x ! 0

� y = 0: (1.1)

Î÷åâèäíî å, ÷å � x ! 0 () x ! x0 è ðàâåíñòâîòî (1.1) ìîæåì äà çàïèøåì ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

lim
� x ! 0

� y = lim
x! x0

(f (x) � f (x0)) = lim
x! x0

f (x) � f (x0) = 0 :

Ñëåäîâàòåëíî îò äåôèíèöèÿ (1.14) ïîëó÷àâàìå

Äåôèíèöèÿ 1.13 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà y = f (x) å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà x0; àêî òÿ èìà ãðàíèöà ïðè x ! x0 è

lim
x! x0

f (x) = f (x0): (1.2)

Àêî â ãîðíàòà äåôèíèöèÿ îñòàâèì x äà êëîíè êúì x0 ñúñ ñòîéíîñòè ïî-ãîëåìè
(ïî-ìàëêè) îò x0 , ïîëó÷àâàìå äåôèíèöèÿ çà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿ îòäÿñ-
íî (îòëÿâî). ×ðåç òåçè äåôèíèöèè ðàâåíñòâî (1.2) äîáèâà âèäà

lim
x! x �

0

f (x) = f (x0 � 0) = f (x0) = f (x0 + 0) = lim
x! x+

0

f (x): (1.3)

Òî÷êèòå, â êîèòî ðàâåíñòâîòî (1.3) å íàðóøåíî, ñå íàðè÷àò òî÷êè íà ïðåêúñâàíå.
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Àêî ôóíêöèÿòà f (x) å òàêàâà, ÷åf (x0� 0) è f (x0+0) ñúùåñòâóâàò, íî ðàâåíñòâîòî
(1.3) íå å èçïúëíåíî, òî î÷åâèäíî ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàò à â òî÷êàòà x0:
Òî÷êàòà x0 â òîçè ñëó÷àé ñå íàðè÷àòî÷êà íà ïðåêúñâàíå îò ïúðâè ðîä .

Òî÷êà íà ïðåêúñâàíå îò ïúðâè ðîä, çà êîÿòî f (x0 � 0) = f (x0 + 0) ñå íàðè÷à
îòñòðàíèìà òî÷êà íà ïðåêúñâàíå .

Àêî ôóíêöèÿòà f (x) å òàêàâà, ÷åf (x0 � 0) èëè f (x0 + 0) íå ñúùåñòâóâàò èëè
íÿêîÿ îò òåçè ãðàíèöè å áåçêðàéíîñò, òî÷êàòà x0 â òîçè ñëó÷àé ñå íàðè÷àòî÷êà
íà ïðåêúñâàíå îò âòîðè ðîä .

Òåîðåìà 1.12 Àêî f (x) è g(x) ñà íåïðåêúñíàòè â äàäåíà òî÷êà x0; òî è
ôóíêöèèòå f (x) + g(x); f (x) � g(x); f (x):g(x); à â ñëó÷àÿ êîãàòî g(x0) 6= 0;

è ôóíêöèÿòà
f (x)
g(x)

ñà íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà.

Òåîðåìà 1.13 Íåêà ôóíêöèÿòà y = f (u) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà u0; ôóíê-
öèÿòà u = ' (x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 è u0 = ' (x0): Òîãàâà ñëîæíàòà
ôóíêöèÿ F (x) = f (' (x)) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0, ò.å. íåïðåêúñíàòà ôóí-
êöèÿ îò íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ å ñúùî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî : Îò òîâà, ÷å ôóíêöèÿòà ' (x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 ñëåäâà,
÷å lim

x! x0
' (x) = ' (x0) = u0; ò.å. êîãàòî x ! x0; òî u ! u0: Òîãàâà

lim
x! x0

F (x) = lim
x! x0

f (' (x)) = lim
u! u0

f (u) = f (u0) = f (' (x0)) = F (x0)

�
Ñëåäâàùàòà òåîðåìà ïîêàçâà, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñí àòà â òî÷êàòàx0,
òî â îêîëíîñò íà òàçè òî÷êà òÿ çàïàçâà ñâîÿ çíàê.

Òåîðåìà 1.14 Íåêà f (x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0. Òîãàâà:
1. Àêî f (x0) > 0; òî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò (x0 � �; x 0 + � ); ÷å f (x) > 0 çà
âñÿêî x 2 (x0 � �; x 0 + � ):
2. Àêî f (x0) < 0; òî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò (x0 � �; x 0 + � ); ÷å f (x) < 0 çà
âñÿêî x 2 (x0 � �; x 0 + � ):

Äîêàçàòåëñòâî : Ùå äîêàæåì ñàìî ïúðâîòî òâúðäåíèå. Âòîðîòî ñå äîêàçâà àíà-
ëîãè÷íî. Îò äåôèíèöèÿòà íà Êîøè èìàìå

8" > 0 9� > 0; òàêîâà ÷å 8x 2 (x0 � �; x 0 + � ) å èçïúëíåíî

f (x0) � " < f (x) < f (x0) + "

Íåêà èçáåðåì " =
f (x0)

2
> 0: Òîãàâà çà âñÿêîx îò ñúîòâåòíàòà íà òîçè èçáîð íà "

îêîëíîñò ùå áúäå èçïúëíåíî

f (x) > f (x0) � " = f (x0) �
f (x0)

2
=

f (x0)
2

> 0

�

Òåîðåìà 1.15 Îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè ñà íåïðåêúñíàòè âúâ âñÿêà òî ÷-
êà îò òåõíèòå äåôèíèöèîííè îáëàñòè.
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ÇÀÄÀ×È

1.4 Äà ñå íàìåðè

lim
x!1

2x3 � 3x2 + 2x � 5
x2 + 2x � 1

:

Ðåøåíèå:

lim
x!1

2x3 � 3x2 + 2x � 5
x2 + 2x � 1

= lim
x!1

x3

�
2 �

3
x

+
2
x2

�
5
x3

�

x2

�
1 +

2
x

�
1
x2

� =

= lim
x!1

x

 

2 �

�

�

�

�

3
x

% 0

+

�

�

�

�

2
x2

% 0

�

�

�

�

�

5
x3

% 0 !

1 +

�

�

�

�

2
x & 0

�

�

�

�

�

1
x2

& 0

= lim
x!1

2x = 1

1.5 Äà ñå íàìåðè

lim
x!1

x3 � 5x2 + 2x � 3
x4 � x2 + 2x � 1

:

Ðåøåíèå:

lim
x!1

x3 � 5x2 + 2x � 3
x4 � x2 + 2x � 1

= lim
x!1

x3

�
1 �

5
x

+
2
x2

�
3
x3

�

x4

�
1 �

1
x2

+
2
x3

�
1
x4

� =

= lim
x!1

1 �

�

�

�

�

5
x

% 0

+

�

�

�

�

2
x2

% 0

�

�

�

�

�

3
x3

% 0

x

 

1 �

�

�

�

�

1
x2

& 0

+

�

�

�

�

2
x3

& 0

�

�

�

�

�

1
x4

& 0

! = lim
x!1

1
x

= 0

1.6 Äà ñå íàìåðè

lim
x! 2

x2 � 5x + 6
x2 � 2x

:

Ðåøåíèå:

lim
x! 2

x2 � 5x + 6
x2 � 2x

= lim
x! 2

(x � 2)(x � 3)
x(x � 2)

= lim
x! 2

x � 3
x

= �
1
2
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1.7 Äà ñå íàìåðè

lim
x! 2

x3 � 8
x � 2

:

Ðåøåíèå:

lim
x! 2

x3 � 8
x � 2

= lim
x! 2

(x � 2)(x2 + 2x + 4)
x � 2

= lim
x! 2

(x2 + 2x + 4) = 12

1.8 Äà ñå íàìåðè

lim
x! 1

x4 � 1
x3 � 1

:

Ðåøåíèå:

lim
x! 1

x4 � 1
x3 � 1

= lim
x! 1

(x � 1)(x + 1)( x2 + 1)
(x � 1)(x2 + x + 1)

= lim
x! 1

(x + 1)( x2 + 1)
x2 + x + 1

=
4
3

1.9 Äà ñå íàìåðè

lim
x! 2

p
x2 + 5 � 3

x � 2
:

Ðåøåíèå:

lim
x! 2

p
x2 + 5 � 3

x � 2
= lim

x! 2

(
p

x2 + 5 � 3)(
p

x2 + 5 + 3)

(x � 2)(
p

x2 + 5 + 3)
=

= lim
x! 2

x2 � 4

(x � 2)(
p

x2 + 5 + 3)
= lim

x! 2

x + 2
p

x2 + 5 + 3
=

4
6

=
2
3

:

1.10 Äà ñå íàìåðè

lim
x! 0

1 �
p

1 � x � x2

x
:

Ðåøåíèå:

lim
x! 0

1 �
p

1 � x � x2

x
= lim

x! 0

1 � 1 + x + x2

x(1 +
p

1 � x � x2)
= lim

x! 0

x(1 + x)

x(1 +
p

1 � x � x2)
=

= lim
x! 0

1 + x

1 +
p

1 � x � x2
=

1
2
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Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå íà ôóíêöèèòå:

1.11 lim
x!1

5x4 � 3x2 + 3x � 5
x2 + 3x4 � x + 1

Îòã.
5
3

1.12 lim
x!1

4x3 � 2x2 + 8x � 1
3x4 + 5x3 � x + 1

Îòã. 0

1.13 lim
x!1

4x6 � 2x3 + 7x2 � 2x + 1
2x4 + 11x3 � x2 + 1

Îòã. + 1

1.14 lim
x!�1

7x5 � 3x4 + 7x2 � 5x + 1
2x4 + 5x3 � x2 � 3x + 3

Îòã. �1

1.15 lim
x!�1

2x4 � 5x3 � 7x5 � 2x + 15
x4 + x3 � 3x2 � 2x + 1

Îòã. + 1

1.16 lim
x! 3

p
x + 6 � 3
x � 3

Îòã.
1
6

1.17 lim
x! 1

p
5 � x2 � 2

1 � x
Îòã.

1
2

1.18 lim
x! + 1

(
p

x � 2 �
p

x) Îòã. 0

1.19 lim
x! 0�

x � 1
x2

Îòã. �1
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1.20 lim
x! 0+

x � 1
x2

Îòã. �1

1.21 lim
x! 1�

x2 � 2x + 2
x � 1

Îòã. �1

1.22 lim
x! 3

x2 + x � 12
2x2 � 9x + 9

Îòã.
7
3

1.23 lim
x! 3+

2x � 5
x2 � 7x + 12

Îòã. + 1

1.24 lim
x! 3�

2x � 5
x2 � 7x + 12

Îòã. �1

1.25 lim
x! 0

p
1 + x � 1

x
Îòã.

1
2

1.26 lim
x! 3

p
x + 6 � 3
x � 3

Îòã.
1
6

1.27 lim
x! 2+

�
1

x � 2
�

2
x2 � 4

�
Îòã. + 1

1.28 lim
x! 2�

�
1

x � 2
�

2
x2 � 4

�
Îòã. �1



Ãëàâà 2

Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ

Îñíîâíè äåôèíèöèè è ôîðìóëè

Äåôèíèöèÿ 2.1 Íåêà ôóíêöèÿòà y = y(x) å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êà-
òà x0; âêëþ÷èòåëíî è â ñàìàòà òî÷êà x0: Îáðàçóâàìå îòíîøåíèåòî
(ò.í. äèôåðåíöèàëíî îòíîøåíèå )

� y
� x

=
y(x0 + � x) � y(x0)

� x

Ãðàíèöàòà íà òîâà îòíîøåíèå ïðè � x ! 0 (àêî ñúùåñòâóâà) ñå íàðè÷à
ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà y(x) â òî÷êàòà x0. Îçíà÷àâàìå ÿ ñ y0(x0), ò.å.

y0(x0) = lim
� x ! 0

� y
� x

= lim
� x ! 0

y(x0 + � x) � y(x0)
� x

Ôóíêöèÿ, êîÿòî èìà ïðîèçâîäíà â äàäåíà òî÷êà, ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà.

21
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Çà ôóíêöèÿòà y(x) = x2; íàïðèìåð, âúâ âñÿêà òî÷êà x èìàìå

y0(x) = lim
� x ! 0

� y
� x

= lim
� x ! 0

(x + � x)2 � x2

� x
= lim

� x ! 0
(2x + � x) = 2 x

Àêî � x ! 0 ñ îòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè, ïðîèçâîäíàòà ñå íàðè÷à ëÿâà , a àêî � x ! 0
ñ ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè, ïðîèçâîäíàòà ñå íàðè÷à äÿñíà , ò.å.

y0
ë(x0) = lim

� x ! 0
� x < 0

� y
� x

= lim
� x ! 0
� x < 0

y(x0 + � x) � y(x0)
� x

y0
ä(x0) = lim

� x ! 0
� x > 0

� y
� x

= lim
� x ! 0
� x > 0

y(x0 + � x) � y(x0)
� x

Î÷åâèäíî å, ÷å åäíà ôóíêöèÿ å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0 , àêî

y0
ë(x0) = y0

ä(x0) = y0(x0)

Îòíîøåíèåòî
� y
� x

=
y(x) � y(x0)

x � x0
å ðàâíî íà òàíãåíñà íà úãúëà, êîéòî ñåêóùàòà

ïðåç òî÷êèòå ñ êîîðäèíàòè (x; y(x)) è (x0; y(x0)) ñêëþ÷âà ñ ïîëîæèòåëíàòà ïî-
ñîêà íà àáñöèñíàòà îñ. Êîãàòî � x ! 0; ò.å. x ! x0; ñåêóùàòà ñòàâà äîïèðàòåëíà
(òàíãåíòà) êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà (x0; y(x0)) :

Ñëåäîâàòåëíî ãåîìåòðè÷íîòî çíà÷åíèå íà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà â òî÷-
êàòàx0 å, ÷å òÿ å ðàâíà íà òàíãåíñà íà úãúëà � , êîéòî òàíãåíòàòà êúì ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà (x0; y(x0)) ñêëþ÷âà ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà x,
ò.å.

y 0(x0) = tg �

Ñëåäîâàòåëíî óðàâíåíèåòî íà äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òî÷-
êàòà (x0; y(x0) = y0) å

y � y0 = y0(x0)(x � x0)

Òåîðåìà 2.1 Àêî ôóíêöèÿòà y = y(x) èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x; òî òÿ å
íåïðåêúñíàòà â òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî :

lim
� x ! 0

� y = lim
� x ! 0

� y
� x

� x = y0(x): lim
� x ! 0

� x = 0
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Íåêà
y = F (x); u = u(x) è v = v(x)

ñà äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè, à C å êîíñòàíòà.

Îñíîâíè ïðàâèëà çà äèôåðåíöèðàíå

1. (C:u)0= C:u0

2. (u � v)0= u0� v0

3. (u:v)0= u0:v + u:v0

4.

� u
v

� 0
=

u0:v � u:v0

v2

5. [F (u(x))]
0
= F

0

u:u
0

x = F
0
(u(x)):u

0
(x)

Ïðîèçâîäíè íà îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè

1. (c)0= 0; x0= 1

2. (xn)0= nxn� 1

3. (ax)0= ax: ln a

(ex)0= ex

4. (loga x)0=
1

x ln a

(ln x)0=
1
x
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ÇÀÄÀ×È

2.1 Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà f (x) = jxj íÿìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 = 0:

Ðåøåíèå:
Îáðàçóâàìå äèôåðåíöèàëíîòî îòíîøåíèå

f (x0 + � x) � f (x0)
� x

=
j0 + � xj � j 0j

� x
=

j� xj
� x

Àêî � x > 0; òî
j� xj
� x

= 1; íî àêî � x < 0; òî
j� xj
� x

= � 1:

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
j� xj
� x

íÿìà ãðàíèöà ïðè � x ! 0;

ò.å. f (x) = jxj íÿìà ïðîèçâîäíà â ðàçãëåæäàíàòà òî÷êà.

2.2 Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

y = 4x5 + 2x2 �
p

x + ln x

Ðåøåíèå:

y0 = 20x4 + 4x �
�

x
1
2

� 0
+

1
x

= 20x4 + 4x �
1

2
p

x
+

1
x

2.3 Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

y =
x7 � 2x3

x � 1

Ðåøåíèå:

y0 =
(x7 � 2x3)0(x � 1) � (x7 � 2x3)(x � 1)0

(x � 1)2
=

(7x6 � 6x2)(x � 1) � (x7 � 2x3)
(x � 1)2

=

=
6x7 � 7x6 � 4x3 + 6x2

(x � 1)2
=

x2(6x5 � 7x4 � 4x + 6)
(x � 1)2

Â ðàçãëåäàíèòå äî ìîìåíòà ïðèìåðè íå áåøå èçïîëçâàíà ôîðìóë à (5), èçâåñòíà
êàòî ôîðìóëà çà íàìèðàíå ïðîèçâîäíàòà íà ñëîæíà ôóíêöèÿ. Ïð èëàãàíåòî íà
òàçè ôîðìóëà èçèñêâà ïúðâî íà ôóíêöèÿòà u(x) äà ãëåäàìå êàòî íà àðãóìåíò u
è ñëåä êàòî íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà íà F (u); äà ÿ óìíîæèì ñ ïðîèçâîäíàòà íà u(x):

2.4 Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y = e3x2
:
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Ðåøåíèå: Äà îçíà÷èì u(x) = 3 x2. Òîãàâà y = F (u) = eu è

y0 = eu:u0 = eu:(3x2)0 = 6x:e3x2

2.5 Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y = ln( x3 + 2x2 + 1)

Ðåøåíèå: Äà îçíà÷èì u(x) = x3 + 2x2 + 1. Òîãàâà y = F (u) = ln u; ò.å. y å
ñëîæíà ôóíêöèÿ.

×ðåç ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà ñëîæíà ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå

y0 = F 0(u(x)):u0(x) =
1
u

� (x3 + 2x2 + 1) 0 =
1
u

� (3x2 + 4x) =
3x2 + 4x

x3 + 2x2 + 1

2.6 Äà ñå íàìåðè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà

y = ln( x +
p

x2 + 7)

Ðåøåíèå:

y0 =
1

x +
p

x2 + 7
� (x +

p
x2 + 7) 0 =

1

x +
p

x2 + 7
�
�

1 +
x

p
x2 + 7

�
=

1
p

x2 + 7

Ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä

Íåêà ôóíêöèÿòà y(x) èìà ïðîèçâîäíà y0(x) âúâ âñÿêà òî÷êà îò èíòåðâàëà (a; b):
Òàçè ïðîèçâîäíà å îòíîâî ôóíêöèÿ íà x è ìîæå â èíòåðâàëà (a; b) äà èìà ñâîÿ
ïðîèçâîäíà, êîÿòî ñå íàðè÷à âòîðà ïðîèçâîäíà (ïðîèçâîäíà î ò âòîðè ðåä) íà y(x).

Îçíà÷àâàìå ÿ ñ y00(x) èëè
d2y
dx2

.

Èçîáùî, ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà ïðîèçâîäíàòà îò ðåä (n � 1) ñå íàðè÷à n-òà
ïðîèçâîäíà. Çàïèñâàìå

y(n)(x) =
�
y(n� 1)(x)

� 0

2.7 Íàìåðåòå y(n) íà ôóíêöèÿòà y =
1
x

.

Ðåøåíèå: Ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

y0 = �
1
x2

; y00=
2
x3

; y000=
� 2:3
x4

; yIV =
2:3:4
x5
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Òîâà å äîñòàòú÷íî çà äà íàïðàâèì ïðåäïîëîæåíèå, ÷å

y(n) =
(� 1)n n!

xn+1

Òàçè ôîðìóëà ëåñíî ñå äîêàçâà ïî èíäóêöèÿ.

Äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ

Íåêà ôóíêöèÿòà y = y(x) èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0: Ëåñíî ìîæå äà ñå ïîêàæå,
÷å

� y
� x

= y0(x0) + "(� x)

Ñëåäîâàòåëíî
� y = y0(x0)� x + "(� x):� x

Ïúðâîòî ñúáèðàåìî y0(x0)� x ñå íàðè÷à äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà y(x) â
òî÷êàòà x0 è ñå îçíà÷àâà ñ dy:

Äèôåðåíöèàëúò dx íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà x å ðàâåí íà íàðàñòâàíåòî � x:
Ñëåäîâàòåëíî

dy = y0(x) dx; a y0(x) = tg � =
dy
dx

Îò ñëåäâàùèÿ ÷åðòåæ ñå âèæäà, ÷å äèôåðåíöèàëúò å ðàâåí íà ÷àñòòà îò íàðàñò-
âàíåòî íà ôóíêöèÿòà, êîÿòî å ïîä äîïèðàòåëíàòà.
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2.8 Äà ñå íàìåðè äèôåðåíöèàëúò íà ôóíêöèÿòà y(x) =
2x � 1
x + 1

Ðåøåíèå:

y0(x) =
3

(x + 1) 2
=) dy =

3
(x + 1) 2

dx

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

Äà ñå íàìåðÿò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå:

2.9 y(x) = 3 x5 � 2x3 + x2 � 1 Îòã. y0 = 15x4 � 6x2 + 2x

2.10 y(x) = 2 x10 + 7x4 � x �
1
x

� 2
1
x2

Îòã. y0 = 20x9 + 28x3 � 1 +
1
x2

+
4
x3

2.11 y(x) =
2x7 � x2 � 10

x
Îòã. y0 = 12x5 � 1 +

10
x2

2.12 y(x) = x8 � 3x2 + 5:2x � 3ex + 3 Îòã. y0 = 8x7 � 6x + 5 ln 2:2x � 3ex

2.13 y(x) = x6 � e4x + 3 ln x Îòã. y0 = 6x5 � 4e4x +
3
x

2.14 y(x) =
x6 � 4x3 � 1 + x2: ln(3x3)

x2
Îòã. y0 = 4x3 � 4 +

2
x3

+
3
x

2.15 y(x) =
x3

x � 1
Îòã. y0 =

x2(2x � 3)
(x � 1)2

2.16 y(x) = 9 3
p

x2 � 2x Îòã. y0 =
2(3 � 3

p
x)

3
p

x

2.17 y(x) = (3 x2 � x � 1):ex3
Îòã. y0 = (9 x4 � 3x3 � 3x2 + 6x � 1):ex3

2.18 y(x) = ( x4 � 1): ln(x2 � 1) Îòã. y0 = 4x3: ln(x2 � 1) + 2x(x2 + 1)
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2.19 y(x) =
x2 � x � 5

x + 1
Îòã. y0 =

x2 + 2x + 4
(x + 1) 2

2.20 y(x) =
x2 � 1

e3x
Îòã. y0 =

3 + 2x � 3x2

e3x

2.21 y(x) =
ex2

x2 + 1
Îòã. y0 =

2x3:ex2

(x2 + 1) 2

2.22 y(x) = ln 2(x3 � 1) Îòã. y0 =
6x2

x3 � 1
: ln(x3 � 1)

2.23 y(x) =
p

x4 � 1 Îòã. y0 =
2x3

p
x4 � 1

2.24 y(x) = x:
p

x2 � 1 Îòã. y0 =
2x2 � 1
p

x2 � 1

2.25 y(x) = x + ln( x2 � 4) Îòã. y0 =
x2 + 2x � 4

x2 � 4

Äà ñå íàìåðÿò âòîðèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèèòå:

2.26 y(x) = x4 � 2x3 + 6x2 � x + 1 Îòã. y00= 12(x2 � x + 1)

2.27 y(x) = x2 + 2 ln x Îòã. y00=
2(x2 � 1)

x2

2.28 y(x) =
x � 1

ex
Îòã. y00=

x � 3
ex

2.29 y(x) = x:ex2
Îòã. y00= 2x(2x2 + 3) ex2

2.30 y(x) =
p

x + 1 Îòã. y00= �
1

4
p

(x + 1) 3
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Íåîïðåäåëåíè ôîðìè. Òåîðåìè íà Ëîïèòàë

Êàêòî âå÷å äîáðå çíàåì, àêî lim
x! x0

f (x) = A; lim
x! x0

g(x) = B 6= 0 è g(x) 6= 0 òî

lim
x! x0

f (x)
g(x)

=
A
B

. Àêî lim
x! x0

g(x) = 0 è lim
x! x0

f (x) 6= 0; òîãàâà lim
x! x0

f (x)
g(x)

= 1 .

Àêî îáà÷å lim
x! x0

f (x) = 0 ; lim
x! x0

g(x) = 0 è òúðñèì lim
x! x0

f (x)
g(x)

êàçâàìå, ÷å èìàìå

íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
0
0

.

Àêî lim
x! x0

g(x) = 1 è lim
x! x0

f (x) 6= 1 ; òîãàâà lim
x! x0

f (x)
g(x)

= 0. Êîãàòî îáà÷å

lim
x! x0

f (x) = lim
x! x0

g(x) = 1 è òúðñèì lim
x! x0

f (x)
g(x)

; êàçâàìå, ÷å èìàìå

íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
1
1

.

Òåçè äâå íåîïðåäåëåíîñòè ùå íàðè÷àìå îñíîâíè íåîïðåäåëåíè ôîðìè . Çà òÿõ
å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.2 (Ïðàâèëî íà Ëîïèòàë ) Íåêà ôóíêöèèòå f (x) è g(x) ñà äåôè-
íèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, ñ åâåíòóàëíî èçêëþ÷åíèå
íà ñàìàòà òî÷êà x0; g(x) 6= 0 è g0(x) 6= 0 ïðè x 6= x0 â òàçè îêîëíîñò è

lim
x! x0

f (x) = lim
x! x0

g(x) = 0 èëè lim
x! x0

f (x) = lim
x! x0

g(x) = 1

Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà lim
x! x0

f 0(x)
g0(x)

, òî ñúùåñòâóâà è lim
x! x0

f (x)
g(x)

è å èçïúëíåíî

ðàâåíñòâîòî

lim
x! x0

f (x)
g(x)

= lim
x! x0

f 0(x)
g0(x)

Òåîðåìèòå îñòàâàò â ñèëà è êîãàòîx ! 1 .

Â òåîðåìèòå ñå òâúðäè, ÷å îò ñúùåñòâóâàíåòî íà lim
x! x0

f 0(x)
g0(x)

ñëåäâà ñú-

ùåñòâóâàíåòî íà lim
x! x0

f (x)
g(x)

. Îáðàòíîòî íå å âÿðíî, ò.å. ìîæå lim
x! x0

f (x)
g(x)

äà ñúùåñòâóâà, à lim
x! x0

f 0(x)
g0(x)

äà íå ñúùåñòâóâà. Ñ äðóãè äóìè, îò òîâà ÷å

lim
x! x0

f 0(x)
g0(x)

íå ñúùåñòâóâà, íå ìîæåì äà ïðàâèì èçâîäè çà lim
x! x0

f (x)
g(x)

:

Àêî ñëåä ïðèëàãàíåòî íà òåîðåìèòå íà Ëîïèòàë ïîëó÷èì ïàê íåî ïðåäåëåíîñò, òî
î÷åâèäíî å ÷å ïàê ìîæåì äà ãè ïðèëîæèì, ò.å blue òåîðåìèòå ìîã àò äà ñå ïðèëàãàò
íÿêîëêî ïúòè ïîñëåäîâàòåëíî.
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Îñâåí îñíîâíèòå íåîïðåäåëåíè ôîðìè èìà è íåîïðåäåëåíè ôîðì è îò âèäà 0:1 ; 1�
1 ; 00; 1 0; 11 : Ïúðâèòå äâå, 0:1 è 1 � 1 ; ñå ñâåæäàò êúì îñíîâíèòå ÷ðåç
àëãåáðè÷íè ïðåîáðàçîâàíèÿ .

� Íåîïðåäåëåíîñò 0:1 èìàìå, êîãàòî òúðñèì ãðàíèöà îò âèäà lim
x! x0

f (x)g(x) è

f (x) ! 0; g(x) ! 1 ïðè x ! x0: Òàçè íåîïðåäåëåíîñò ìîæå äà ñå ñâåäå äî
0
0

èëè
1
1

ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Àêî ïðåîáðàçóâàìå

f (x):g(x) =
f (x)

1
g(x)

; ïîëó÷àâàìå ïúðâàòà îñíîâíà íåîïðåäåëåíîñò
0
0

;

à ïðåîáðàçóâàéêè

f (x):g(x) =
g(x)

1
f (x)

; ïîëó÷àâàìå âòîðàòà îñíîâíà íåîïðåäåëåíîñò
1
1

:

� Ñëó÷àèòå 00; 1 0 è 11 ñå ñâåæäàò äî0:1 ÷ðåç ëîãàðèòìóâàíå.

ÇÀÄÀ×È

2.31 Äà ñå íàìåðè lim
x! 1

x2 � 5x + 4
x2 � 1

Ðåøåíèå: Èçðàçúò ïðåäñòàâëÿâà íåîïðåäåëåíà ôîðìà îò âèäà
0
0

: Ïî ïðàâèëîòî

íà Ëîïèòàë ïîëó÷àâàìå:

lim
x! 1

x2 � 5x + 4
x2 � 1

[ 0
0 ]
= lim

x! 1

2x � 5
2x

= �
3
2

2.32 Äà ñå íàìåðè lim
x! 2

x3 + x2 � 5x � 2
x2 � 4

Ðåøåíèå: Èçðàçúò ïðåäñòàâëÿâà íåîïðåäåëåíà ôîðìà îò âèäà
0
0

: Ïðèëàãàìå ïðà-

âèëîòî íà Ëîïèòàë è ïîëó÷àâàìå:

lim
x! 2

x3 + x2 � 5x � 2
x2 � 4

[ 0
0 ]
= lim

x! 2

3x2 + 2x � 5
2x

=
11
4
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2.33 Äà ñå íàìåðè lim
x!� 2

x4 + 4x3 + 3x2 � 4x � 4
2x3 + 5x2 � 4x � 12

Ðåøåíèå: Èçðàçúò ïðåäñòàâëÿâà íåîïðåäåëåíà ôîðìà îò âèäà
0
0

: Ïðèëàãàìå ïðà-

âèëîòî íà Ëîïèòàë è ïîëó÷àâàìå:

lim
x!� 2

x4 + 4x3 + 3x2 � 4x � 4
2x3 + 5x2 � 4x � 12

[ 0
0 ]
= lim

x!� 2

4x3 + 12x2 + 6x � 4
6x2 + 10x � 4

[ 0
0 ]
= lim

x!� 2

12x2 + 24x + 6
12x + 10

= �
3
7

2.34 Äà ñå íàìåðè lim
x! + 1

x3 + x2 � 1
ex

Ðåøåíèå: Èçðàçúò ïðåäñòàâëÿâà íåîïðåäåëåíà ôîðìà îò âèäà
1
1

: Ïî ïðàâèëîòî

íà Ëîïèòàë ïîëó÷àâàìå:

lim
x! + 1

x3 + x2 � 1
ex

[ 1
1 ]
= lim

x! + 1

3x2 + 2x
ex

[ 1
1 ]
= lim

x! + 1

6x + 2
ex

[ 1
1 ]
= lim

x! + 1

6
ex

[ 1
1 ]
= 0

2.35 Äà ñå íàìåðè lim
x! + 1

ln2 x
x3

Ðåøåíèå: Èçðàçúò ïðåäñòàâëÿâà íåîïðåäåëåíà ôîðìà îò âèäà
1
1

: Ïî ïðàâèëîòî

íà Ëîïèòàë îáðàçóâàìå îòíîøåíèåòî
2(ln x)

1
x

3x2
=

2 lnx
3x3

, êîåòî îòíîâî ïðåäñòàâëÿâà

íåîïðåäåëåíà ôîðìà îò âèäà
1
1

: Ïàê ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë è ïîëó-

÷àâàìå îòíîøåíèåòî
2

9x3
; êîåòî èìà ãðàíèöà íóëà ïðè x ! + 1 . Ñëåäîâàòåëíî

lim
x! + 1

ln2 x
x3

= 0

Ðåøåíèåòî ìîæå äà ñå çàïèøå íàêðàòêî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

lim
x! + 1

ln2 x
x3

[ 1
1 ]
= lim

x! + 1

2 lnx
x

3x2
= lim

x! + 1

2 lnx
3x3

[ 1
1 ]
=

2
3

lim
x! + 1

1
x

3x2
=

2
3

lim
x! + 1

1
3x3

= 0

2.36 Äà ñå íàìåðè lim
x! 1+

ln(x � 1)
ln(ex � e)
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Ðåøåíèå: Èçðàçúò ïðåäñòàâëÿâà íåîïðåäåëåíà ôîðìà îò âèäà
1
1

: Ïðèëàãàìå

ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë è ïîëó÷àâàìå:

lim
x! 1+

ln(x � 1)
ln(ex � e)

[ 1
1 ]
= lim

x! 1+

1
x � 1

ex

ex � e

= lim
x! 1+

ex � e
ex (x � 1)

=
1
e

� lim
x! 1+

ex � e
x � 1

[ 0
0 ]
=

1
e

lim
x! 1+

ex = 1

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå íà ôóíêöèèòå:

2.37 lim
x! 2

3x2 � x � 10
x3 � 8

Îòã.
11
12

2.38 lim
x!� 4

x3 � 15x + 4
x2 � x � 20

Îòã. �
11
3

2.39 lim
x! 1

x4 � x3 � 3x2 + 5x � 2
x5 � 3x4 + 5x3 � 7x2 + 6x � 2

Îòã. 1

2.40 lim
x! 0+

x:e
1
x Îòã. + 1

2.41 lim
x! + 1

x: ln x
x2 + 2x + 2

Îòã. 0

2.42 lim
x! + 1

e3x

x3 + 2x2 � 1
Îòã. + 1



Ãëàâà 3

Ïðèëîæåíèå íà ïðîèçâîäíèòå

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ

Äåôèíèöèÿ 3.1 Ôóíêöèÿòà y = y(x) ñå íàðè÷à ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (a; b),
àêî çà âñåêè äâå ÷èñëàx1 è x2 , òàêèâà ÷å a < x 1 < x 2 < b; å âÿðíî y(x1) � y(x2).
Ôóíêöèÿòà y = y(x) ñå íàðè÷à íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (a; b), àêî çà âñåêè
äâå ÷èñëàx1 è x2 , òàêèâà ÷å a < x 1 < x 2 < b; å âÿðíî y(x1) � y(x2).

Àêî åäíà ôóíêöèÿ å ðàñòÿùà (íàìàëÿâàùà) â äàäåí èíòåðâàë, òÿ ñå íàðè÷à
ìîíîòîííà .

Íåêà y(x) å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Äà âçåìåì òî÷êèòå x è x + � x. Àêî � x > 0; òî
x < x + � x è � y = y(x + � x) � y(x) � 0: Àêî � x < 0; òî x + � x < x è
� y = y(x + � x) � y(x) � 0: Ñëåäîâàòåëíî è â äâàòà ñëó÷àÿ

� y
� x

� 0:

Âÿðíî å è îáðàòíîòî: àêî
� y
� x

� 0, òî ôóíêöèÿòà y(x) å ðàñòÿùà. Ñëåäîâàòåëíî

y(x) å ðàñòÿùà â äàäåí èíòåðâàë ()
� y
� x

� 0

Àíàëîãè÷íî

y(x) å íàìàëÿâàùà â äàäåí èíòåðâàë ()
� y
� x

� 0

Òåîðåìà 3.1 (Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ ) Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å:

- íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a; b],

- äèôåðåíöèðóåìà â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (a; b):

Òîãàâà ñúùåñòâóâà òàêàâà òî÷êàc 2 (a; b); ÷å

f (b) � f (a)
b� a

= f 0(c)

33
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Òåîðåìà 3.2 Íåêà ôóíêöèÿòà y(x) å äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a; b). Òîãàâà:

1. y(x) å ðàñòÿùà â òîçè èíòåðâàë () y0(x) � 0

2. y(x) å íàìàëÿâàùà â òîçè èíòåðâàë () y0(x) � 0

Äîêàçàòåëñòâî : Ùå äîêàæåì ñàìî ïúðâîòî òâúðäåíèå. Âòîðîòî ñå äîêàçâà àíà-
ëîãè÷íî.

� =) � Íåêà y(x) å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà(a; b). Òîãàâà
� y
� x

� 0 è

y0(x) = lim
� x ! 0

� y
� x

� 0

� ( = � Íåêà y0(x) � 0 â èíòåðâàëà (a; b). Çà òî÷êèòåx è x + � x; âúòðåøíè çà
èíòåðâàëà (a; b); ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ.

y(x + � x) � y(x)
x + � x � x

= y0(c); c 2 (x; x + � x)

� y
� x

= y0(c) � 0

Ñëåäîâàòåëíî y(x) å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà(a; b). �

Îò òåîðåìà 3.2 ëåñíî ñëåäâà âåðíîñòòà íà ñëåäâàùàòà òåîðåìà .

Òåîðåìà 3.3 Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å íåïðåêúñíàòà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êà-
òà x0, âêëþ÷èòåëíî è â ñàìàòà òî÷êà x0, è å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè îêîëíîñò,
ñ åâåíòóàëíî èçêëþ÷åíèå íà òî÷êàòà x0. Íåêà çà òî÷êèòå x îò ñúùàòà îêîë-
íîñò f 0(x) > 0 ïðè x < x 0 è f 0(x) < 0 ïðè x > x 0. Òîãàâà â òî÷êàòà x0

ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Òåîðåìàòà å åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿòà
f (x) â òî÷êàòà x0: Ïðè òîâà â ñàìàòà òî÷êà x0 ôóíêöèÿòà ìîæå äà íÿìà
ïðîèçâîäíà.

Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å äåôèíèðàíà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0.

Äåôèíèöèÿ 3.2 Ôóíêöèÿòà f (x) èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0,
àêî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò (x0 � �; x 0 + � ), çà âñÿêà òî÷êà îò êîÿòî å èçïúëíåíî
f (x) � f (x0), ò.å. � f � 0 .

Äåôèíèöèÿ 3.3 Ôóíêöèÿòà f (x) èìà ( ëîêàëåí ìèíèìóì ) â òî÷êàòà x0, àêî
ñúùåñòâóâà îêîëíîñò (x0 � �; x 0 + � ), çà âñÿêà òî÷êà îò êîÿòî å èçïúëíåíî
f (x) � f (x0), ò.å. � f � 0.

Òî÷êèòå íà ëîêàëíè ìèíèìóìè è ëîêàëíè ìàêñèìóìè ñå íàðè÷àò ò î÷êè íà
ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Òåîðåìà 3.4 (Òåîðåìà íà Ôåðìà ) Àêî ôóíêöèÿòà f (x) å äèôåðåíöèðóåìà â
òî÷êàòà x0 è èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà, òî f 0(x0) = 0 .
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Äîêàçàòåëñòâî : Äà ïðèåìåì, ÷å ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0.

Àêî x = x0 + � x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò îêîëíîñòòà (x0 � �; x 0 + � ), çà íàðàñòâàíåòî
íà ôóíêöèÿòà èìàìå

� f = f (x) � f (x0) = f (x0 + � x) � f (x0) � 0:

Äà ðàçãëåäàìå ëÿâàòà è äÿñíàòà ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà x0. Èìàìå ñúîòâåòíî:

f 0
ë(x0) = lim

� x ! 0�

� f
� x

� 0; çàùîòî � x < 0

f 0
ä(x0) = lim

� x ! 0+

� f
� x

� 0; çàùîòî � x > 0

Íî ôóíêöèÿòà f (x) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0 è òîâà îçíà÷àâà, ÷å ëÿâàòà
ïðîèçâîäíà òðÿáâà äà å ðàâíà íà äÿñíàòà ïðîèçâîäíà. Òîâà å âú çìîæíî ñàìî àêî
òå ñà ðàâíè íà íóëà, ò. å. f 0(x0) = 0 : �

Òî÷êèòå, â êîèòî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà ñå àíóëèðà , íàðè÷àìå
ñòàöèîíàðíè òî÷êè .

Ñëåäâàùàòà ôîðìóëà å èçâåñòíà êàòî ôîðìóëà íà Òåéëúð .

f (x) = f (x0) + f 0(x0)(x � x0) +
f 00(x0)

2!
(x � x0)2 +

f 000(x0)
3!

(x � x0)3+

+ � � � +
f n (x0)

n!
(x � x0)n +

f (n+1) (c)
(n + 1)!

(x � x0)(n+1) c 2 (x0; x)

Ôîðìóëàòà íà Òåéëúð, äî âòîðàòà ïðîèçâîäíà, ìîæåì äà çàïèøå ì ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí

� f = f (x) � f (x0) = f 0(x0)(x � x0) +
f 00(c)

2!
(x � x0)2 c 2 (x0; x)

Êîãàòî x0 = 0, ôîðìóëàòà íà Òåéëúð å èçâåñòíà êàòî ôîðìóëà íà Ìàêëîðúí .

Òåîðåìà 3.5 Íåêà x0 å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà f (x), à f 00(x) å íåï-
ðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0. Àêî f 00(x0) < 0, ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â
òî÷êàòà x0: Àêî f 00(x0) > 0, ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x0:

Äîêàçàòåëñòâî : Ùå äîêàæåì ñàìî ïúðâîòî òâúðäåíèå. Âòîðîòî ñå äîêàçâà àíà-
ëîãè÷íî.

Îò òîâà, ÷å f 00(x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 è f 00(x0) < 0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñò-
âóâà îêîëíîñò (x0 � �; x 0 + � ); òàêàâà ÷å çà âñÿêîx 2 (x0 � �; x 0 + � ) å èçïúëíåíî
f 00(x) < 0. (Íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà çàïàçâàò ñâîÿ çíàê
- òåîðåìà 1.14 .)

Èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà x 2 (x0 � �; x 0 + � ) è ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Òåéëúð
äî âòîðàòà ïðîèçâîäíà.

� f = f (x) � f (x0) = f 0(x0)(x � x0) +
f 00(c)

2!
(x � x0)2 =

f 00(c)
2!

(x � x0)2;
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çàùîòî f 0(x0) = 0 : Òúé êàòî c 2 (x0; x), òî f 00(c) < 0, a (x � x0)2 � 0: Ñëåäîâàòåëíî

� f = f (x) � f (x0) =
f 00(c)

2!
(x � x0)2 � 0;

ò.å. â òî÷êàòàx0 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì. �

Íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ â çàòâîðåí èíòåð âàë

Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a; b]. Íàé-ãîëÿìàòà è
íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà â òîçè èíòåðâàë íàìèðàì å ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1. Íàìèðàìå òî÷êèòå, â êîèòî ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëíè åêñòðåìó ìè � íåêà òå ñà
x1; x2; :::; xk .

2. Íàé-ãîëÿìîòî îò ÷èñëàòà f (a); f (b); f (x1); f (x2); :::; f (xk) å íàé-ãîëÿìàòà ñòîé-
íîñò íà ôóíêöèÿòà, à íàé-ìàëêîòî - íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ô óíêöèÿòà.

ÇÀÄÀ×È

3.1 Äà ñå èçñëåäâà çà ìîíîòîííîñò ôóíêöèÿòà y = x3 � 3x2 � 9x + 1:

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà çà âñÿêî x.

y 0(x) = 3 x2 � 6x � 9 = 3(x + 1)( x � 3)

Îòòóê ñå âèæäà, ÷å y 0(x) � 0 ïðè x 2 (�1 ; � 1) [ (3; + 1 ), a ïðè x 2 (� 1; 3) å â
ñèëà y 0(x) � 0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â ïúðâèòå äâà èíòåðâàëà ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà,
à â èíòåðâàëà(� 1; 3) å íàìàëÿâàùà.

3.2 Äà ñå èçñëåäâà çà ìîíîòîííîñò ôóíêöèÿòà y = x ln x:

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà ïðè x > 0. Ïðåñìÿòàìå y 0(x) = ln x + 1.
Ðåøàâàìå íåðàâåíñòâîòî y 0(x) � 0, ò.å. ln x � � 1 è ïîëó÷àâàìå x � e� 1. Àíà-
ëîãè÷íî y 0(x) � 0 ïðè 0 < x � e� 1. Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà â
èíòåðâàëà (0; e� 1) è ðàñòÿùà â èíòåðâàëà(e� 1; + 1 ).
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3.3 Äà ñå íàìåðÿò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà y =
x + 1
x2 + 1

:

Ðåøåíèå: Òúé êàòî çíàìåíàòåëÿò íå ñå àíóëèðà, ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà çà
âñÿêî x. Ïðîèçâîäíàòà å

y 0(x) =
� x2 � 2x + 1

(x2 + 1) 2
= �

x2 + 2x � 1
(x2 + 1) 2

Çíàìåíàòåëÿò å ïîëîæèòåëåí è ñëåäîâàòåëíî çíàêúò íà ïðîèçâ îäíàòà ñå îïðåäåëÿ
îò ÷èñëèòåëÿ. Êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí x2 + 2x � 1 ñå àíóëèðà â x1 = � 1 �

p
2 è

x2 = � 1 +
p

2, ò.å. â òåçè òî÷êè ïúðâàòà ïðîèçâîäíà å ðàâíà íà íóëà. Èìàìå

y 0(x) > 0 ïðè x 2 (x1; x2) è y 0(x) < 0 ïðè x 2 (�1 ; x1) [ (x2; + 1 )

Îò äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì ñëåäâà, ÷å â òî ÷êàòà x1 = � 1�
p

2
ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì, à â òî÷êàòà x2 = � 1+

p
2 � ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Ñòîéíîñòèòå èì ñà

y(� 1 �
p

2) =
1 �

p
2

2
; y(� 1 +

p
2) =

1 +
p

2
2

:

3.4 Äà ñå íàìåðÿò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà y = ln x +
1
x

:
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Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà ïðè x > 0:

y 0(x) =
1
x

�
1
x2

=
x � 1

x2

Âèæäà ñå, ÷åy 0(1) = 0 ; y 0(x) < 0 ïðè x < 1; è y 0(x) > 0 ïðè x > 1: Ñëåäî-
âàòåëíî â òî÷êàòà x = 1 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì. Ïðåñìÿòàìå y(1) = 1 :

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

3.5 Äà ñå èçñëåäâàò çà ìîíîòîííîñò ôóíêöèèòå

a) y =
ln x
x

Îòã. ðàñòÿùà ïðè x 2 (0; e)

íàìàëÿâàùà ïðè x 2 (e;+ 1 )

á) y = 2x2 � ln x Îòã. íàìàëÿâàùà ïðè x 2 (0; 0:5)
ðàñòÿùà ïðè x 2 (0:5; + 1 )

â) y =
x2

ex
Îòã. íàìàëÿâàùà ïðè x 2 (�1 ; 0) [ (2; + 1 )

ðàñòÿùà ïðè x 2 (0; 2)

ã) y =
ex

x
Îòã. íàìàëÿâàùà ïðè x 2 (�1 ; 0) [ (0; 1)

ðàñòÿùà ïðè x 2 (1; + 1 )

3.6 Äà ñå íàìåðÿò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèèòå

à) y = x ln x Îòã. ymin

�
1
e

�
= �

1
e
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á) y = x2 ln x Îòã. ymin

�
1

p
e

�
= �

1
2e

â) y =
x2 + 1

x
Îòã. ymax(� 1) = � 2; ymin (1) = 2

ã) y = x3e� x Îòã. ymax(3) =
27
e3

ä) y =
ex

x
Îòã. ymin (1) = e

å) y = x � 3
p

x2 Îòã. ymin

�
8
27

�
= �

4
27

; ymax(0) = 0

3.7 Äà ñå íàìåðÿò íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñòè íà ôóíêö èÿòà â çàò-
âîðåíèÿ èíòåðâàë

à) y = 2x2 � x4 + 3 x 2 [� 2; 2] Îòã. � 5; 4

á) y = x + 2
p

x x 2 [0; 4] Îòã. 0; 8

â) y =
x � 1
x + 1

x 2 [0; 2] Îòã. � 1;
1
3

Èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò

Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å äèôåðåíöèðóåìà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0:

Äåôèíèöèÿ 3.4 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà â òî÷êàòà x0; àêî
ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò (x0� �; x 0+ � ); ÷å çà âñÿêà òî÷êà îò òàçè îêîëíîñò
êðèâàòà y = f (x) å ðàçïîëîæåíà íàä äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà x0:

Äåôèíèöèÿ 3.5 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà å âäëúáíàòà â òî÷êàòà x0; àêî
ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò (x0� �; x 0+ � ); ÷å çà âñÿêà òî÷êà îò òàçè îêîëíîñò
êðèâàòà y = f (x) å ðàçïîëîæåíà ïîä äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà x0:

Äåôèíèöèÿ 3.6 Êàçâàìå, ÷å ïðè x = x0 êðèâàòà y = f (x) èìà èíôëåêñíà
òî÷êà, àêî ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò (x0 � �; x 0 + � ); ÷å çà âñÿêà òî÷êà
îò èíòåðâàëà (x0 � �; x 0) êðèâàòà å îò åäíàòà ñòðàíà íà äîïèðàòåëíàòà â
òî÷êàòà (x0; f (x0)) ; à çà âñÿêà òî÷êà îò èíòåðâàëà (x0; x0 + � ) � îò äðóãàòà
ñòðàíà íà äîïèðàòåëíàòà.

Äàäåíèòå ïî-ãîðå äåôèíèöèè íå îáõâàùàò âñè÷êè âúçìîæíîñòè . Âúðõó
íÿêîè êðèâè ìîæå äà èìà òî÷êè, â êîèòî êðèâàòà íå å íèòî èçïúêí àëà,
íèòî âäëúáíàòà, íèòî èìà èíôëåêñèÿ.
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Òåîðåìà 3.6 Àêî ôóíêöèÿòà f (x) èìà â òî÷êàòà x0 íåïðåêúñíàòà âòî-
ðà ïðîèçâîäíà è f 00(x0) > 0; òî â òàçè òî÷êà ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà , à àêî
f 00(x0) < 0 , ôóíêöèÿòà å âäëúáíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî : Îò òîâà, ÷å f 00(x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 è f 00(x0) > 0 ñëåä-
âà, ÷å ñúùåñòâóâà òàêàâà îêîëíîñò(x0 � �; x 0 + � ); ÷å çà âñÿêîx 2 (x0 � �; x 0 + � ) å
èçïúëíåíî f 00(x) > 0 (Íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà çàïàç-
âàò ñâîÿ çíàê - òåîðåìà 1.14 ).

Èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà x 2 (x0 � �; x 0 + � ) è ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Òåéëúð
äî âòîðàòà ïðîèçâîäíà.

f (x) = f (x0) + f 0(x0)(x � x0) +
f 00(c)

2!
(x � x0)2

Òúé êàòî c 2 (x0; x), òî f 00(c) > 0. Îñâåí òîâà (x � x0)2 � 0: Ñëåäîâàòåëíî

f (x) � [f (x0) + f 0(x0)(x � x0)] =
f 00(c)

2!
(x � x0)2 � 0:

Íî
y(x) = f (x0) + f 0(x0)(x � x0)

å îðäèíàòàòà íà òî÷êàòà ñ àáñöèñàx âúðõó äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà â òî÷êàòà(x0; f (x0)) : Ñëåäîâàòåëíî ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà å íàä òàíãåí-
òàòà, ò.å. òÿ å èçïúêíàëà.

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà è çà âäëúáíàòà ôóíêöèÿ. �

Òåîðåìà 3.7 Àêî â òî÷êàòà x0 êðèâàòà y = f (x) èìà èíôëåêñèÿ è â íåÿ
ôóíêöèÿòà f (x) èìà âòîðà ïðîèçâîäíà, òî f 00(x0) = 0 :

Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî.

Íàïðèìåð çà ôóíêöèÿòà f (x) = x4 èìàìå f 00(0) = 0 ; íî òî÷êàòà ñ àáñöèñà
x = 0 íå å èíôëåêñíà òî÷êà.

Äåôèíèöèÿ 3.7 Ôóíêöèÿòà y = f (x) ñå íàðè÷à èçïúêíàëà (âäëúáíàòà) â
èíòåðâàë, êîãàòî å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà) âúâ âñÿêà òî÷êà îò òîçè èíòåðâàë.

Òåîðåìà 3.8 Íåêà ôóíêöèÿòà y = f (x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a; b] è
èìà âòîðà ïðîèçâîäíà â (a; b): Íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå òàçè ôóí-
êöèÿ äà áúäåèçïúêíàëà (âäëúáíàòà) â [a; b] å f 00(x) > 0 ( f 00(x) < 0 ) çà âñÿêî
x 2 (a; b):

Òåîðåìà 3.9 Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) èìà âòîðà ïðîèçâîäíà â îêîëíîñò íà òî÷-
êàòà x0: Àêî f 00(x) > 0 ïðè x 2 (x0 � �; x 0); à f 00(x) < 0 ïðè x 2 (x0; x0 + � )
èëè ïúê f 00(x) < 0 ïðè x 2 (x0 � �; x 0); à f 00(x) > 0 ïðè x 2 (x0; x0 + � ); òî
ïðè x = x0 êðèâàòà èìà èíôëåêñèÿ.
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ÇÀÄÀ×È

3.8 Äà ñå èçñëåäâà çà èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò ôóíêöèÿòà y = x � ln x:

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å èíòåðâàëúò (0; + 1 ): Íà-
ìèðàìå ïðîèçâîäíèòå

y 0(x) = 1 �
1
x

y 00(x) =
1
x2

Î÷åâèäíî y 00(x) > 0; ò.å. ôóíêöèÿòà å èçïúêíàëà. Èíôëåêñíè òî÷êè íÿìà.

3.9 Äà ñå èçñëåäâà çà èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò ôóíêöèÿòà y = x2e� x :

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà ïðè âñÿêî x: Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíèòå:

y 0(x) = 2 xe� x � x2e� x = e� x (2x � x2)

y 00(x) = e� x (x2 � 4x + 2)

Òúé êàòî e� x > 0; çíàêúò íà y 00(x) çàâèñè ñàìî îò çíàêà íà x2 � 4x +2: Êîðåíèòå
íà x2 � 4x + 2 = 0 ñà x1 = 2 �

p
2 è x2 = 2 +

p
2. Ïðè

x 2 (�1 ; 2 �
p

2) [ (
p

2; + 1 ) âòîðàòà ïðîèçâîäíà å ïîëîæèòåëíà è ôóíêöèÿ-
òà å èçïúêíàëà. Ïðè x 2 (2 �

p
2; 2 +

p
2) âòîðàòà ïðîèçâîäíà å îòðèöàòåëíà è

ôóíêöèÿòà å âäëúáíàòà. Ñëåäîâàòåëíî ïðè x1 = 2 �
p

2 è x2 = 2 +
p

2 èìàìå
èíôëåêñíè òî÷êè.
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Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

3.10 Äà ñå èçñëåäâà çà èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò ôóíêöèÿòà

à) y = x4 + 6x2 Îòã. èçïúêíàëà çà âñÿêî x

á) y = 2x2 + ln x Îòã. âäëúáíàòà ïðè x 2 (0;
1
2

)

èçïúêíàëà ïðè x 2 (
1
2

; + 1 )

èíôëåêñíà òî÷êà ïðè x =
1
2

â) y = ln( x3 + 1) Îòã. âäëúáíàòà ïðè x 2 (� 1; 0) è x 2 ( 3
p

2; + 1 )

èçïúêíàëà ïðè x 2 (0; 3
p

2)

èíôëåêñíè òî÷êè ïðè x = 0 è x = 3
p

2

Àñèìïòîòè

Äåôèíèöèÿ 3.8 Àêî lim
x! + 1

f (x) = b èëè lim
x!�1

f (x) = b; òî ïðàâàòà y = b ñå

íàðè÷à õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà íà êðèâàòà y = f (x).

Äåôèíèöèÿ 3.9 Àêî lim
x! a�

f (x) = 1 èëè lim
x! a+

f (x) = 1 ; òî ïðàâàòà x = a

ñå íàðè÷àâåðòèêàëíà àñèìïòîòà íà êðèâàòà y = f (x).
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Âåðòèêàëíè àñèìïòîòè ìîæå äà èìàìå ñàìî â òî÷êè íà ïðåêúñâàí å íà
ôóíêöèÿòà.

ÇÀÄÀ×È

3.11 Äà ñå íàìåðÿò àñèìïòîòèòå íà êðèâàòà y =
x

x2 � 10x + 21

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å äîáðå äåôèíèðàíà, êîãàòî çíàìåíàòåëÿò x2 � 10x + 21
å ðàçëè÷åí îò íóëà. Êîðåíèòå íà òîçè êâàäðàòåí òðè÷ëåí ñà x = 3 è x = 7 è
ñëåäîâàòåëíî äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å x 2 (�1 ; 3)[ (3; 7)[ (7; + 1 ),
ò.å. òî÷êèòå x = 3 è x = 7 ñà òî÷êè íà ïðåêúñâàíå.

lim
x!�1

y(x) = lim
x!�1

x
x2(1 � 10

x + 21
x2 )

= lim
x!�1

1
x(1 � 10

x + 21
x2 )

= 0

Ñëåäîâàòåëíî ïðàâàòà ñ óðàâíåíèå y = 0 (àáñöèñíàòà îñ) å õîðèçîíòàëíà àñèìï-
òîòà.

Êîãàòî x ! 3 ÷èñëèòåëÿò íà ôóíêöèÿòà êëîíè êúì 3, à çíàìåíàòåëÿò êúì íóëà .
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å lim

x! 1
y = + 1 è ñëåäîâàòåëíî ïðàâàòà x = 3 å âåðòèêàëíà àñèìï-

òîòà íà êðèâàòà.

Àíàëîãè÷íî ñå óáåæäàâàìå, ÷å è ïðàâàòà x = 7 å âåðòèêàëíà àñèìïòîòà. Ãðàôè-
êàòà íà ôóíêöèÿòà å ïðåäñòàâåíà íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

3.12 Äà ñå íàìåðÿò àñèìïòîòèòå íà êðèâèòå

a) y =
x2 + 1
2x + 3

Îòã. x = �
3
2

á) y = xe
1
x Îòã. x = 0

â) y =
x3

2(1 + x)2
Îòã. x = � 1
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Ïðèëîæåíèå íà ïðîèçâîäíèòå â çàäà÷è îò
èêîíîìèêàòà è óïðàâëåíèåòî

Ïúðâî ùå âúâåäåì íÿêîëêî îçíà÷åíèÿ:

x áðîé íà ïðîèçâåäåíèòå èëè ïðîäàäåíè ïðîäóêòè

p = p(x) öåíà çà áðîé

R = x:p(x) îáùèòå ïðèõîäè îò ïðîäàæáàòà íà x áðîÿ ïðîäóêòè

C îáùèòå ðàçõîäè çà ïðîèçâåæäàíåòî íà x áðîÿ ïðîäóêòè

C =
C
x

ñðåäåí ðàçõîä ïðîèçâåæäàíåòî íà åäèí ïðîäóêò

P = R � C ïå÷àëáàòà îò ïðîäàæáàòà íà x ïðîäóêòà

1. Íàìèðàíå íà ìàêñèìàëåí ïðèõîä, äîõîä, ïå÷àëáà.

3.13 Îáùèòå ïðèõîäè íà åäíà ôèðìà ñå îïðåäåëÿò ïî ôîðìóëàòà

R = R(x) = � x3 + 6x2 + 27x;

êúäåòî x å áðîÿò (â õèëÿäè) íà ïðîèçâåäåíèòå áðîéêè ïðîäóêòè è öåíàòà å â ëåâà
çà áðîé. Ïðè ïðîèçâîäñòâîòî íà êîëêî áðîéêè ùå èìàìå íàé-ãîë ÿì ïðèõîä?

Ðåøåíèå: 1. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà ñå îïðåäåëÿ îò íåðàâå íñòâîòî

� x3 + 6x2 + 27x � 0 () � x(x2 � 6x � 27) � 0

Íî x � 0 è ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà

x2 � 6x � 27 � 0

Êîðåíèòå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

x2 � 6x � 27 = 0

ñà

x1 =
6 +

p
36 + 108
2

=
6 +

p
144

2
=

6 + 12
2

= 9

x2 =
6 �

p
36 + 108
2

=
6 �

p
144

2
=

6 � 12
2

= � 3

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [0; 9]; ò.å. 0 � x � 9.

2. Íàìèðàìå
R0(x) = � 3x2 + 12x + 27
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è ÿ ïðèðàâíÿâàìå íà íóëà. Ïîëó÷àâàìå:

� 3x2 + 12x + 27 = 0

x2 � 4x � 9 = 0

Êîðåíèòå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

x2 � 4x � 9 = 0

ñà

x1 =
4 +

p
16 + 36
2

=
4 +

p
52

2
=

4 + 2
p

13
2

= 2 +
p

13 � 5; 6

x2 =
4 �

p
16 + 36
2

=
4 �

p
52

2
=

4 � 2
p

13
2

= 2 �
p

13 � � 1; 6

3. Ïðåñìÿòàìå R(0) = 0 ; R(9) = 0 ; R(x1) � 163; 7: Ñëåäîâàòåëíî ôèðìàòà ùå
èìà íàé-ãîëÿì ïðèõîä, àêî ïðîèçâåäå 5,6.100= 5600 áðîÿ èçäåëèÿ.

Íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà å ïðåäñòàâåíà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà R(x):

3.14 Ìàðêåòèíãîâèÿò îòäåë íà åäíà ôèðìà ïðåñìåòíàë, ÷å öåíàòà íà åäèí ïðî-

äóêò (â ëåâîâå) å p =
50
p

x
; à C =

x
2

+ 500 (1000� x � 5000): Ïðè êàêâà öåíà

ôèðìàòà ùå èìà ìàêñèìàëíà ïå÷àëáà?

Ðåøåíèå: 1. Çíàåì, ÷å P = R � C. Ñëåäîâàòåëíî

P = x:p � C = x:
50
p

x
�

� x
2

+ 500
�

= 50
p

x � 0; 5x � 500

2. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å x 2 [1000; 5000].

3. Íàìèðàìå

P0(x) = (50
p

x � 0; 5x � 500)0 =
25
p

x
� 0; 5

è ÿ ïðèðàâíÿâàìå íà íóëà. Ïîëó÷àâàìå:

25
p

x
� 0; 5 = 0

25
p

x
= 0; 5
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25 = 0; 5
p

x
p

x =
25
0; 5

= 50

Ñëåäîâàòåëíî
x = 2500

Òîãàâà öåíàòà å

p =
50
p

x
=

50
p

2500
=

50
50

= 1 ëåâ:

Íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà å ïðåäñòàâåíà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà P(x):

3.15 Ôèðìà ïðîäàâà 4000 áðîéêè èçäåëèÿ íà ìåñåö íà öåíà 10 ëåâà çà áðîéêà.
Òÿ ìîæå äà ñè ïîçâîëè äà íàìàëÿâà öåíàòà ñ 25 ñòîòèíêè çà áðîéê à íà âñåêè 500
äîïúëíèòåëíè áðîéêè. Êàêâà öåíà çà áðîéêà ùå ìàêñèìèçèðà ìå ñå÷íèÿ ïðèõîä íà
ôèðìàòà?

Ðåøåíèå: 1. Çíàåì, ÷å R = x:p(x)

2. Íåêà ôèðìàòà å ïðîäàëà n ïúòè ïî 500 íîâè äîïúëíèòåëíè áðîéêè, ò.å.

x = 4000 + 500:n

Òúé êàòî íà âñåêè 500 áðîéêè öåíàòà íàìàëÿâà ñ 25 ñòîòèíêè, òî öåíàòà ùå áúäå

p = 10 � n:0; 25

Ñëåäîâàòåëíî

n =
10� p
0; 25

è çà áðîÿ íà ïðîèçâåäåíèòå èçäåëèÿ ïîëó÷àâàìå

x = 4000 + 500:
�

10� p
0:25

�
= 24000� 2000p;

ò.å.
p = 12 �

x
2000

Ñëåäîâàòåëíî

R = 12x �
x2

2000
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3. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å 0 � x � 24000.

4. Íàìèðàìå
R0(x) = 12 �

x
1000

è ÿ ïðèðàâíÿâàìå íà íóëà. Ïîëó÷àâàìå:

12�
x

1000
= 0

x = 12000

Òîãàâà öåíàòà, êîÿòî ìàêñèìèçèðà ïðèõîäà å

p = 12 �
12000
2000

= 6 ëåâà:

Íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà å ïðåäñòàâåíà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà R(x):

2. Íàìèðàíå íà ìèíèìàëåí ñðåäåí ðàçõîä (öåíà).

3.16 Åäíà ôèðìà ïðåñìåòíàëà, ÷å ðàçõîäèòå (ñóìàòà â ëåâîâå) çà ïð îèçâîäñòâîòî
x áðîÿ ïðîäóêòè å C = 1200 + 0; 04x + 0; 0003x2: Íàìåðåòå êîëêî áðîÿ ïðîäóêòè
òðÿáâà äà ñå ïðîèçâåäàò, ÷å ñðåäíèÿò ðàçõîä çà åäèí ïðîäóêò äà áúäå ìèíèìàëåí.
Ñðàâíåòå òàçè öåíà ñ öåíàòà çà 800 ïðîèçâåäåíè ïðîäóêòà.

Ðåøåíèå: 1. Çíàåì, ÷å C =
C
x

.

2. Ñëåäîâàòåëíî C =
0; 0003x2 + 0; 04x + 1200

x
= 0; 0003x +

1200
x

+ 0; 04.

3. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å x > 0.

4. Íàìèðàìå

C 0(x) = 0 ; 0003�
1200
x2

è ÿ ïðèðàâíÿâàìå íà íóëà. Ïîëó÷àâàìå:

0; 0003x2 = 1200

x2 =
1200

0; 0003
= 4000000
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x = � 2000

Íî x > 0 è ñëåäîâàòåëíî
x = 2000

Òîãàâà C = 0; 0003:2000 +
1200
2000

+ 0; 04 = 0; 6+; 06 + 0; 04 = 1; 24.

Ïðè ïðîèçâîäñòâîòî íà 800 áðîéêè öåíàòà ùå áúäå

C = 0; 0003:800 +
1200
800

+ 0; 04 = 0; 24 + 1; 5 + 0; 04 = 1; 78

Íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà å ïðåäñòàâåíà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà C(x):

3. Ìèíèìàëíè ðàçõîäè çà ïðîèçâîäñòâî è ñêëàäèðàíå.

3.17. Ôèðìà òðÿáâà äà ïðîèçâåäå N íà áðîé èçäåëèÿ ïðåç ãîäèíàòà. Òàçè ïðî-
äóêöèÿ òðÿáâà äà ñå ñêëàäèðà íà ïàðòèäè, êàòî áðîÿò íà èçäåëèÿòà âúâ âñÿêà
ïàðòèäà å L: Ôèêñèðàíàòà öåíà çà ïðîèçâîäñòâî íà åäíà ïàðòèäà å F . Ñðåäíàòà
öåíà çà ïðåñòîé íà åäèíèöà áðîéêà â ñêëàäà å i; à ñðåäíèÿò ïðåñòîé íà ïðàòêà â

ñêëàäà å
L
2

. Íàìåðåòå êîëêî áðîÿ ïðîäóêòè òðÿáâà äà ñå ïðîèçâåæäàò âúâ â ñÿêà

ïàðòèäà, ÷å ñòîéíîñòòà íà ðàçõîäèòå äà áúäå ìèíèìàëíà.

Ðåøåíèå: 1. Ðàçõîäèòå èìàò äâå ñúñòàâÿùè. Åäíàòà ÷àñò ñà ðàçõîäèòå çàïðîèç-
âîäñòâîòî íà îïðåäåëåí áðîé ïàðòèäè, à äðóãàòà ÷àñò ñà ðàçõîäèòå çà ïðåñòîé â

ñêëàäà. Ðàçõîäèòå çà ïðîèçâîäñòâîòî íà îïðåäåëåí áðîé ïàðò èäè ñà
N
L

� F , a ðàç-

õîäèòå çà ïðåñòîé â ñêëàäà ñà
L
2

� i . Ñëåäîâàòåëíî îáùèòå ðàçõîäè ñà

C(L) =
N
L

� F +
L
2

� i

2. Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà å L > 0.

3. Íàìèðàìå

C 0(L) = �
N:F
L2

+
i
2
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è ÿ ïðèðàâíÿâàìå íà íóëà. Ïîëó÷àâàìå:

N:F
L2

=
i
2

L2 =
2NF

i

L =

r
2NF

i

Òúé êàòî

C 00(L) =
2N:F

L3
> 0

ñëåäâà, ÷å èìàìå ìèíèìóì.

Àêî íàïðèìåð N = 72000, F = 500 è i = 0; 50, òî

L =

r
2:72000:500

0:5
=

p
144000000 = 12000;

ò.å. ôèðìàòà òðÿáâà äà ïðîèçâåäå ïðîäóêöèÿòà íà øåñò ïàðòèä è è îáåìúò íà âñÿêà
ïàðòèäà òðÿáâà äà áúäå 12000 èçäåëèÿ.

4. Öåíîâà åëàñòè÷íîñò íà òúðñåíåòî.

Íåêà y = p(x) å ôóíêöèÿ íà òúðñåíåòî è íåêà òÿ å äèôåðåíöèðóåìà. Äà íà-
ïîìíèì, ÷å ôóíêöèÿòà íà òúðñåíåòî å íàìàëÿâàùà è íåéíàòà ïðî èçâîäíà p0(x) å
îòðèöàòåëíà, à x è p(x) ñà ïîëîæèòåëíè.

Öåíîâàòà åëàñòè÷íîñò íà òúðñåíåòî ñå äåôèíèðà ñ ðàâåíñòâîòî

� =
p=x

dp=dx
=

p
x:p 0

Àêî çà äàäåíà öåíà � < � 1; òî êàçâàìå, ÷å òúðñåíåòî å åëàñòè÷íî ïî îòíîøåíèå
íà öåíàòà.

Àêî çà äàäåíà öåíà � 1 < � < 0; òî êàçâàìå, ÷å òúðñåíåòî íå å åëàñòè÷íî ïî
îòíîøåíèå íà öåíàòà.

Àêî çà äàäåíà öåíà � = � 1; òî êàçâàìå, ÷å òúðñåíåòî å òî÷êîâî åëàñòè÷íî ïî
îòíîøåíèå íà öåíàòà.

Âðúçêàòà ìåæäó öåíîâàòà åëàñòè÷íîñò íà òúðñåíåòî è ïðèõîäà å ñëåäíàòà:
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1. Àêî òúðñåíåòî å åëàñòè÷íî , ò.å. � < � 1; òî íàìàëÿâàíåòî íà åäèíè÷íàòà
öåíà ñå êîìïåíñèðà îò äîñòàòú÷íî ãîëÿìî íàðàñòâàíå íà ïðîäà æáèòå, êîåòî âîäè
äî íàðàñòâàíå íà ïðèõîäà.

2. Àêî òúðñåíåòî íå å åëàñòè÷íî , ò.å. � 1 < � < 0; òî íàðàñòâàíåòî íà ïðîäàæ-
áèòå å ïðèäðóæåíî îò íàìàëÿâàíå íà åäèíè÷íàòà öåíà, êîåòî íå å äîñòàòú÷íî çà
äà äîâåäå äî íàðàñòâàíå íà ïðèõîäà è òîé íàìàëÿâà.

Íàèñòèíà: Êàêòî çíàåì, ïðèõîäúò å

R = x:p(x)

Ñëåäîâàòåëíî:

R0(x) = p(x) + x:p0(x) = p(x)
�

1 +
x:p0(x)
p(x)

�
= p(x)

�
� + 1

�

�

Àêî � < � 1; òî � (� + 1) > 0 è ñëåäîâàòåëíî R0(x) > 0; ò.å. ôóíêöèÿòà ðàñòå.

Àêî � 1 < � < 0; òî � (� + 1) < 0 è ñëåäîâàòåëíî R0(x) < 0; ò.å. ôóíêöèÿòà
íàìàëÿâà .

Àêî � = � 1; òî R0(x) = 0 è ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì .

3.18 Íåêà òúðñåíåòî íà äàäåí ïðîäóêò ñå çàäàâà ñ ôóíêöèÿòà

p(x) =
p

18� x; 0 � x � 18

Çà êîè ñòîéíîñòè íà x òúðñåíåòî å åëàñòè÷íî, çà êîè íå å åëàñòè÷íî è êîãà å
òî÷êîâî åëàñòè÷íî?

Ðåøåíèå: 1. Öåíîâàòà åëàñòè÷íîñò ñå îïðåäåëÿ îò ðàâåíñòâîòî

� =
p=x

dp=dx
=

p
x:p 0

=

p
18� x

� x
2
p

18� x

=
2x � 36

x

Çà äà îïðåäåëèì êîãà òúðñåíåòî å òî÷êîâî åëàñòè÷íî ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî

� =
2x � 36

x
= � 1;

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå x = 12:

Çà äà îïðåäåëèì êîãà òúðñåíåòî å åëàñòè÷íî ðåøàâàìå íåðàâåí ñòâîòî

� =
2x � 36

x
< � 1 ()

3x � 36
x

< 0 () 3x(x � 12) < 0

Ñëåäîâàòåëíî â äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà p(x) ðåøåíèåòî å x 2 (0; 12):
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Òúðñåíåòî íå å åëàñòè÷íî êîãàòî

� 1 < � < 0 () � 1 <
2x � 36

x
< 0

Ñåãà ðåøåíèåòî å x 2 (12; 18):

Íà ñëåäâàùèòå ôèãóðè ñà èçîáðàçåíè ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå p(x) è R(x):

Â ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå èçÿñíèì êàê ïðîìÿíàòà íà äàíúêà âúðõó åäèíèöà ïðî-
äóêöèÿ âëèÿå âúðõó îáùèÿ ïðèõîä â äúðæàâíàòà õàçíà - Q.

Àêî äàíúêúò âúðõó åäèíèöà ïðîäóêöèÿ ñå óâåëè÷è, êîëè÷åñòâî òî ïðîäóêòè, êîåòî
ïîòðåáèòåëèòå ùå êóïÿò ùå ñå íàìàëè. Âúïðîñúò å êàêâî òðÿáâà äà å òîâà óâåëè-
÷åíèå íà äàíúêà, ÷å íàìàëåíèåòî íà ïðîäàæáèòå äà áúäå òàêîâà , ÷å äà êîìïåíñèðà
åôåêòà âúðõó îáùèÿ ïðèõîä çà ïðàâèòåëñòâîòî.

Çà äà îòãîâîðèì íà òîçè âúïðîñ íèå òðÿáâà äà çíàåì ñêîðîñòòà í à ïðîìÿíà íà äà-
íú÷íèÿ ïðèõîä â çàâèñèìîñò îò èçìåíåíèåòî íà äàíúêà âúðõó åä èíèöà ïðîäóêöèÿ.

3.19 Íåêà êðèâèòå íà òúðñåíå è íà ïðåäëàãàíå ñà ñúîòâåòíî

pd(q) = 92 � 2q è ps(q) = 12 + 3 q

Êàêúâ äàíúê çà åäèíèöà ïðîäóêöèÿ ùå ïîâèøè ìàêñèìàëíî äàíú÷ íèòå ïðèõîäè
çà ïðàâèòåëñòâîòî?

Ðåøåíèå: Íåêà äàíúêúò çà åäèíèöà ïðîäóêöèÿ áúäå t. Òîâà ïðîìåíÿ êðèâàòà íà
ïðåäëàãàíå íà

ps(q) = 12 + 3 q+ t

Ñåãà å íåîáõîäèìî äà èçðàçèì êîëè÷åñòâîòî q êàòî ôóíêöèÿ íà äàíúêà t. Â
òî÷êàòà íà ðàâíîâåñèå íà ïàçàðà, öåíàòà íà ïðåäëàãàíåòî å ðà âíà íà öåíàòà íà
òúðñåíåòî è ïîëó÷àâàìå, ÷å

12 + 3q+ t = 92 � 2q

) 5q = 80 � t
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) q = 16 � 0:2t

Îáùèÿò ïðèõîä Q(t) çà ïðàâèòåëñòâîòî îò äàíúêà âúðõó åäèíèöà ïðîäóêöèÿ å
ðàâåí íà

Q(t) = qt = (16 � 0; 2t)t = 16t � 0; 2t2

Äèôåðåíöèðàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è ïîëó÷àâàìå ñêîðîñòò à íà èçìåíåíèå íà
îáùèÿ ïðèõîä Q(t) ïî îòíîøåíèå íà t

Q0(t) = 16 � 0; 4t;

Àêî Q0(t) > 0; êîåòî ïðåäñòàâëÿâà óâåëè÷åíèå íà äàíúêà t, òî Q(t) ùå íàðàñòâà.
Âúïðåêè òîâà, îò ôîðìóëàòà çà Q0(t) âèæäàìå, ÷å êîãàòî ðàçìåðúò íà äàíú-
êà t ñå óâåëè÷àâà, ñòîéíîñòòà íà Q0(t) íàìàëÿâà. Çà äà ñå ìàêñèìèçèðà Q(t);
ïðîèçâîäíàòà Q0(t) òðÿáâà äà ñå óâåëè÷àâà, äîêàòî ñòàíå ðàâíà íà íóëà. Âñÿêî
ïî-íàòàòúøíî ïîâèøàâàíå íà t ùå äîâåäå äî òîâà, ÷å ïðîèçâîäíàòà Q0(t) ùå ñòàíå
îòðèöàòåëíà è ïðèõîäúò Q(t) ùå çàïî÷íå äà ñïàäà.

Ñëåäîâàòåëíî

Q0(t) = 16 � 0; 4t = 0 , 0; 4t = 16 , t = 40

Çàòîâà äàíúê îò 40 ëåâà çà åäèíèöà ïðîäóêöèÿ ùå óâåëè÷è ìàêñèìàëíî äàíú÷íàòà
äîõîäíîñò çà ïðàâèòåëñòâîòî.



Ãëàâà 4

Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë

Ïîíÿòèåòî íåîïðåäåëåí èíòåãðàë å ñâúðçàíî ñ äåéñòâèåòî, êî åòî å îáðàòíî íà äè-
ôåðåíöèðàíåòî. Íàìèðàíåòî íà ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ïðîèçâîäíà å ð àâíà íà äàäåíà
ôóíêöèÿ, ñå íàðè÷à èíòåãðèðàíå è ìåòîäèòå çà èíòåãðèðàíå ñå îêàçâàò äîñòà ïî-
ñëîæíè îò ìåòîäèòå çà äèôåðåíöèðàíå.

Òåîðåìà 4.1 (Îñíîâíà òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå ) Àêî f 0(x) = 0
â èíòåðâàëà (a; b); òî ôóíêöèÿòà å êîíñòàíòà â òîçè èíòåðâàë.

Äîêàçàòåëñòâî : Äà ôèêñèðàìå òî÷êàòà x0 2 (a; b) è íåêà x 2 (a; b) å ïðîèçâîëíà
òî÷êà. Ïðèëàãàìå òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà òî÷êèòå x0 è x è ïîëó÷àâàìå:

f (x) � f (x0) = f 0(c)(x � x0) = 0 :(x � x0) = 0 = ) f (x) = f (x0);

à òîâà îçíà÷àâà, ÷å f (x) å êîíñòàíòà. �

Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f (x), äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â äàäåí èíòåðâàë.

Äåôèíèöèÿ 4.1 Ùå êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà F (x), äåôèíèðàíà â ñúùèÿ èíòåð-
âàë, åïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà f (x), àêî F (x) å äèôåðåíöèðóåìà â òîçè èí-
òåðâàë è F 0(x) = f (x):

Òåîðåìà 4.2 Àêî F (x) å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà f (x) â åäèí èíòåðâàë, òî
âñÿêà äðóãà ïðèìèòèâíà íà f (x) èìà âèäà F (x) + C, êúäåòî C å êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëñòâî : Äà îçíà÷èì ñ �( x) ïðîèçâîëíà ïðèìèòèâíà íà f (x) è äà ðàçãëå-
äàìå ôóíêöèÿòà ' (x) = �( x) � F (x). Òîãàâà

' 0(x) = (�( x) � F (x))0 = � 0(x) � F 0(x) = f (x) � f (x) = 0

çà âñÿêî x â äàäåíèÿ èíòåðâàë. Òîãàâà ñïîðåä îñíîâíàòà òåîðåìà íà èíòå ãðàëíîòî
ñìÿòàíå ôóíêöèÿòà ' (x) å êîíñòàíòà â òîçè èíòåðâàë, ò.å. ' (x) = �( x) � F (x) = C.
Ñëåäîâàòåëíî �( x) = F (x) + C. �

Äåôèíèöèÿ 4.2 Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè ôóíêöèè íà ôóíêöèÿòà
f (x) ñå íàðè÷àíåîïðåäåëåí èíòåãðàë è ñå îçíà÷àâà ñ

Z
f (x) dx;

à ôóíêöèÿòà f (x) ñå íàðè÷à ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ , ò.å.
Z

f (x) dx = F (x) + C; êúäåòî F 0(x) = f (x)

53
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Íàìèðàíåòî íà ïðèìèòèâíèòå ôóíêöèè íà äàäåíà ôóíêöèÿ f (x) ñå íàðè÷à
èíòåãðèðàíå íà f (x).

4.1
Z

ex dx = ex + C, çàùîòî (ex )0 = ex :

4.2
Z

x dx =
x2

2
+ C, çàùîòî

�
x2

2

� 0

= x:

Ñâîéñòâà:

1.
� Z

f (x) dx
� 0

= f (x)

Äîêàçàòåëñòâî :
� Z

f (x) dx
� 0

= ( F (x) + C)0 = F 0(x) = f (x)

2.
Z

dF(x) =
Z

F 0(x) dx = F (x)

3.
Z

af (x) dx = a
Z

f (x) dx a-êîíñòàíòà

Äîêàçàòåëñòâî :
�

a
Z

f (x) dx
� 0

= a: (F (x) + C)0 = a:F 0(x) = a:f (x)

4.
Z

(f (x) + g(x)) dx =
Z

f (x) dx +
Z

g(x) dx

Äîêàçàòåëñòâî :
� Z

f (x) dx +
Z

g(x) dx
� 0

=
� Z

f (x) dx
� 0

+
� Z

g(x) dx
� 0

= f (x) + g(x)

5. Àêî
Z

f (x) dx = F (x) + C è ' (x) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, òî

Z
f (' (x)) d' (x) =

Z
f (' (x)) ' 0(x) dx = F (' (x)) + C

Äîêàçàòåëñòâî : (F (' (x)) + C)0 = F 0(' (x)) :' 0(x) = f (' (x)) ' 0(x)
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ÒÀÁËÈ×ÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

1.
Z

xn dx =
xn+1

n + 1
+ C (n 6= � 1)

2.
Z

1
x

dx = ln jxj + C (x 6= 0)

3.
Z

ax dx =
1

ln a
� ax + C

Z
ex dx = ex + C

4.
Z

1
p

x2 � a
dx = ln jx +

p
x2 � aj + C (a 6= 0)

5.
Z

1
x2 � a2 dx =

1
2a

ln

�
�
�
�
x � a
x + a

�
�
�
� + C

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ôîðìóëèòå ñëåäâà äèðåêòíî, êàòî ñå äèôå ðåíöèðàò ôóíêöè-
èòå îò äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâàòà.

Ôîðìóëà 5 ìîæå äà ñå ïîëó÷è è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

1
x2 � a2

=
1

(x � a)(x + a)
=

1
2a

(x + a) � (x � a)
(x � a)(x + a)

=
1
2a

�
1

x � a
�

1
x + a

�

Ñëåäîâàòåëíî
Z

1
x2 � a2

dx =
1
2a

� Z
1

x � a
dx �

Z
1

x + a
dx

�
=

=
1
2a

� Z
1

x � a
d(x � a) �

Z
1

x + a
d(x + a)

�
=

=
1
2a

(ln jx � aj � ln jx + aj) =
1
2a

ln

�
�
�
�
x � a
x + a

�
�
�
� + C

Â ñëåäâàùèòå ðåäîâå ùå ñå çàïîçíàåì ñ íÿêîè åëåìåíòàðíè ìåòî äè çà èíòåãðèðàíå.
Ïîä íåïîñðåäñòâåíî èíòåãðèðàíå ùå ðàçáèðàìå ïðåñìÿòàíå íà íåîïðåäåëåíè
èíòåãðàëè ÷ðåç ïðèëàãàíå íà îñíîâíèòå ñâîéñòâà è òàáëè÷íèòå èíòåãðàëè. Ùå äå-
ìîíñòðèðàìå òîçè ìåòîä ñ íÿêîëêî ïðèìåðà.

4.3
Z

(x4 + 4x3 � 3x + 1) dx =
Z

x4 dx + 4
Z

x3 dx � 3
Z

x dx +
Z

1dx =

=
x5

5
+ 4

x4

4
� 3

x2

2
+ x + C =

1
5

x5 + x4 �
3
2

x2 + x + C
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4.4
Z

x6 + 5x3p
x � 3x + 2

x2
dx =

Z
x4 dx + 5

Z
x
p

x dx � 3
Z

1
x

dx + 2
Z

1
x2

dx =

=
x5

5
+ 5

Z
x

3
2 dx � 3 ln jxj + 2

Z
x � 2 dx =

1
5

x5 + 2x
5
2 � 3 ln jxj �

2
x

+ C

Â ñëåäâàùèòå íÿêîëêî ïðèìåðà ùå äåìîíñòðèðàìå ïðèëàãàíåòî íà ñâîéñòâî 5, â
ñëó÷àÿ êîãàòî ' (x) = ax + b. Òîãàâà èìàìå

Z
f (ax + b) dx =

1
a

Z
f (ax + b) d(ax + b) =

1
a

F (ax + b) + C a,b - êîíñòàíòè

4.5
Z

1
3x + 2

dx =
1
3

Z
1

3x + 2
d(3x) =

1
3

Z
1

3x + 2
d(3x + 2) =

1
3

ln j3x + 2j + C

4.6
Z

e2x� 1 dx =
1
2

Z
e2x� 1 d(2x) =

1
2

Z
e2x� 1 d(2x � 1) = e2x� 1 + C

Îò ðàçãëåäàíèòå ïðèìåðè ñå âèæäà, ÷å èìàìå ïðàâî äà óìíîæèì ï ðîìåíëèâàòà
x ñëåä çíàêà çà äèôåðåíöèàë ñ ÷èñëî, íî òðÿáâà äà êîìïåíñèðàìå ñ äåëåíèå ïðåä
çíàêà çà èíòåãðàë ñúñ ñúùîòî ÷èñëî. Ñëåä çíàêà çà äèôåðåíöèàë ìîæåì äà ïðè-
áàâÿìå èëè èçâàæäàìå ÷èñëà, êàêâèòî ñà íè íåîáõîäèìè, çà äà ï îëó÷èì òàáëè÷åí
èíòåãðàë.

Ñëåäâàùèòå íÿêîëêî ïðèìåðà ùå ñúäúðæàò êâàäðàòíè òðè÷ëåíè è îñíîâíàòà îïå-
ðàöèÿ çà ïðåñìÿòàíåòî èì ùå áúäå îïåðàöèÿòà îòäåëÿíå íà òî÷åí êâàäðàò .

4.7
Z

1
x2 + 6x + 5

dx =
Z

1
(x + 3) 2 � 4

dx =
Z

1
(x + 3) 2 � 22

d(x + 3) =

=
1
4

ln

�
�
�
�
x + 1
x + 5

�
�
�
� + C

4.8
Z

1
p

x2 + 8x + 12
dx =

Z
1

p
(x + 4) 2 � 4

dx =
Z

1
p

(x + 4) 2 � 4
d(x + 4) =

= ln jx + 4 +
p

x2 + 8x + 12j + C

Èíòåãðèðàíå ÷ðåç âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà

Êàêòî çíàåì, àêî ' (x) å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ, òî d' (x) = ' 0(x)dx. Â òàêúâ
ñëó÷àé èìàìå Z

f (x)' 0(x) dx =
Z

f (x) d' (x)

Êîãàòî ïðèëàãàìå òîâà ðàâåíñòâî ùå êàçâàìå, ÷å âíàñÿìå ôóíê öèÿòà ' 0(x) ïîä
çíàêà íà äèôåðåíöèàëà èëè ÷å èçâúðøâàìå äåéñòâèåòî âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äè-
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ôåðåíöèàëà. Òî ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å âìåñòî ôóíêöèÿòà ' 0(x), êîÿòî å ïðåä äèôå-
ðåíöèàëà, íàïèñâàìå ïîä äèôåðåíöèàëà åäíà íåéíà ïðèìèòèâí à ôóíêöèÿ. Ïîðàäè
òàçè ïðè÷èíà ÷åñòî êàçâàìå, ÷å âíàñÿíåòî ïîä çíàêà íà äèôåðå íöèàëà å èíòåãðè-
ðàíå è âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ôóíêöèè, êîèòî ëåñí î ñå èíòåãðèðàò
(íàïðèìåð èìà ãè â òàáëè÷íèòå èíòåãðàëè). Ïîëçàòà îò òîâà äå éñòâèå ñå âèæäà
ÿñíî ïðè ïðèëàãàíå íà ñâîéñòâî 5.

4.9 2
Z

xex2
dx = (âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà x) =

Z
ex2

dx2 = ex2
+ C

4.10 2
Z

x
x2 + 1

dx = (âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà x)=

=
Z

1
x2 + 1

d(x2 + 1) = ln jx2 + 1j + C

Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà (ïîëàãàíå, ñóáñòèò óöèÿ)

Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà D, à x = ' (t) èìà íåïðåêúñíàòà
ïðîèçâîäíà â èíòåðâàëà D1 è å îáðàòèìà. Òîãàâà

Z
f (x) dx =

Z
f (' (t)) ' 0(t) dt + C

Ðàâåíñòâîòî òðÿáâà äà ñå ðàçáèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ëÿâàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî
å ðàâíà íà äÿñíàòà, àêî ñëåä èíòåãðèðàíåòî íàïðàâèì ñóáñòèò óöèÿòà x = ' (t) è
èçáåðåì ïîäõîäÿùà êîíñòàíòà C.
Äîêàçàòåëñòâî :

d
dt

Z
f (x) dx =

d
dx

� Z
f (x) dx

�
:
dx
dt

= f (' (t)) ' 0(t)

Ñëåäîâàòåëíî, àêî âúâ ôóíêöèÿòà
Z

f (x) dx íàïðàâèì ïîëàãàíåòî x = ' (t), ùå

ïîëó÷èì ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà f (' (t)) ' 0(t).
Z

f (' (t)) ' 0(t) dt å ñúùî ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà f (' (t)) ' 0(t), à êàêòî çíàåì äâå
ïðèìèòèâíè ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ñ êîíñòàíòà.

Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà (ïîëàãàíå) ùå ïðèëà ãàìå, êîãàòî æåëà-

åì äà ïðåñìåòíåì
Z

f (x) dx è ìîæåì äà ïîäáåðåì ôóíêöèÿòà ' (t) òàêà, ÷å ñëåä

çàìåñòâàíåòî íà x ñ ' (t) ïîëó÷åíèÿò èíòåãðàë äà å ïî-ëåñåí çà ïðåñìÿòàíå.

4.11 I =
Z

1
2 +

p
x + 3

dx

Àêî â èíòåãðàëà íàïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà x = t2 � 3; (x + 3 � 0), òî
p

x + 3 = t è
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dx = 2tdt . Òîãàâà èíòåãðàëúò äîáèâà âèäàI =
Z

2t
2 + t

dt = 2
Z

t + 2 � 2
2 + t

dt =

= 2
� Z

1dt � 2
Z

1
t + 2

d(t + 2)
�

= 2t� 4 ln jt+2 j+ C = 2
p

x + 3� 4 ln(2+
p

x + 3)+ C

Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Íåêà u = u(x) è v = v(x) ñà äâå äèôåðåíöèðóåìè â äàäåí èíòåðâàë ôóíêöèè.
Òîãàâà

(uv)0 = u0v + uv0

Ñëåäîâàòåëíî

uv =
Z

vu0dx +
Z

uv0dx

uv =
Z

v du +
Z

u dv

Z
u dv = uv �

Z
v du

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñå íàðè÷à ôîðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷à ñòè.

4.12
Z

ln x dx = x ln x �
Z

xd ln x = x ln x �
Z

x
1
x

dx = x ln x �
Z

1dx =

= x(ln x � 1) + C

4.13 5
Z

x4 ln x dx = ( âíàñÿìå x4 ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ) =
Z

ln x dx5 =

= x5 ln x �
Z

x5d ln x = x5 ln x �
Z

x5 1
x

dx = x5 ln x �
Z

x4dx = x5 ln x �
x5

5
+ C

4.14
R

x2ex dx = ( âíàñÿìå ex ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ) =
R

x2 dex =

= x2ex �
R

ex dx2 = x2ex � 2
R

xex dx = ( ïàê âíàñÿìå ex ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà ) =

= x2ex � 2
R

x dex = x2ex � 2
�
xex �

R
ex dx

�
= x2ex � 2xex + 2ex + C
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Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

4.15
Z

(5x4 � 4x3 + x � 1) dx Îòã. x5 � x4 +
x2

2
� x + C

4.16
Z �

x3 + 3
p

x �
1
x

�
dx Îòã.

x4

4
+ 2x

p
x � ln jxj + C

4.17
Z �

x2 � 3
p

x �
2
x2

�
dx Îòã.

x3

3
� 2x

p
x +

2
x

+ C

4.18
Z

x5 + 3x2 � 1
x2

dx Îòã.
x4

4
+ 3x +

1
x

+ C

4.19
Z

x6 � 3x4 + 2x2 � x + 1
x2

dx Îòã.
x5

5
� x3 + 2x � ln jxj �

1
x

+ C

4.20
Z

x � 1
p

x
dx Îòã.

2
3

p
x3 � 2

p
x + C

4.21
Z

1
4x + 13

dx Îòã.
1
4

ln j4x + 13j + C

4.22
Z

1
3 � 2x

dx Îòã. �
1
2

ln j3 � 2xj + C

4.23
Z

e5x� 1 dx Îòã.
1
5

e5x� 1 + C

4.24
Z

1
p

3x � 11
dx Îòã. f r 23

p
3x � 11 + C

4.25
Z

1
3
p

3x � 1
dx Îòã.

1
2

3
p

(3x � 1)2 + C

4.26
Z

1
9x2 � 16

dx Îòã.
1
24

ln

�
�
�
�
3x � 4
3x + 4

�
�
�
� + C

4.27
Z

1
2x2 � 1

dx Îòã.
1

2
p

2
ln

�
�
�
�
�

p
2x � 1

p
2x + 1

�
�
�
�
�

+ C
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4.28
Z

5
x2 + 8x + 12

dx Îòã.
5
4

ln

�
�
�
�
x + 2
x + 6

�
�
�
� + C

4.29
Z

1
p

x2 + 6x + 10
dx Îòã. ln jx + 3 +

p
x2 + 6x + 10j + C

4.30
Z

2x
p

1 + x2 dx Îòã.
2
3

p
(1 + x2)3 + C

4.31
Z

3x2ex3
dx Îòã. ex3

+ C

4.32
Z

x + 2 ln x
x

dx Îòã. x + ln 2 x + C

4.33
Z

2x + 1
x2 + x + 5

dx Îòã. ln jx2 + x + 5j + C

4.34
Z

x
p

x2 + x + 2
dx Îòã.

p
x2 + x + 2 �

1
2

ln

�
�
�
�x +

1
2

+
p

x2 + x + 2

�
�
�
� + C

4.35
Z

x
4
p

x + 1
dx Îòã.

4
7

�
4
p

x + 1
� 7

�
4
3

�
4
p

x + 1
� 3

+ C

4.36
Z

x
p

x + 2 � 1
dx Îòã.

2
3

� p
x + 2

� 3

+ x � 2
p

x + 2 � 2 ln j
p

x + 2 � 1j + C

4.37
Z

ln(2x � 5) dx Îòã. x ln(2x � 5) � x �
5
2

ln j2x � 5j + C

4.38
Z

ln x
x2

dx Îòã. �
ln x
x

�
1
x

+ C

4.39
Z

2xe2x dx Îòã. xe2x �
1
2

e2x + C

4.40
Z

x2e� x dx Îòã. � x2e� x � 2xe� x � 2e� x + C



Ãëàâà 5

Îïðåäåëåí èíòåãðàë. Ïðèëîæåíèÿ

Ïîíÿòèåòî îïðåäåëåí èíòåãðàë å åäíî îò îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ â ì àòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç. Ñ÷èòà ñå, ÷å å áèëî âúâåäåíî â ìàòåìàòèêàòà â îêîí÷àòåëåí âèä ïðåç XVII
âåê îò äâàìàòà ñúçäàòåëè íà äèôåðåíöèàëíîòî è èíòåãðàëíî ñì ÿòàíå - Ëàéáíèö
è Íþòîí, êîèòî ïî ðàçëè÷íè ïúòèùà äîñòèãàò äî íåãî. Îñíîâíèÿ ò òåõåí ðåçóëòàò
ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å ñà óñòàíîâèëè òÿñíàòà âðúçêà, êîÿòî ñúùåñòâóâà ìåæäó äâå
ïîíÿòèÿ, íà ïðúâ ïîãëåä ñòîÿùè äàëå÷ åäíî îò äðóãî, êàòî ïîíÿ òèåòî îïðåäåëåí
èíòåãðàë è ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ.

Åäíà îò çàäà÷èòå, êîèòî ïî åñòåñòâåí ïúò âîäÿò äî âúâåæäàíåò î íà ïîíÿòèåòî
îïðåäåëåí èíòåãðàë, å çàäà÷àòà çà ïðåñìÿòàíå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò
ãðàôèêàòà íà åäíà íåîòðèöàòåëíà è îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [a , b] ôóíêöèÿ f (x),
àáñöèñíàòà îñ è ïðàâèòå ñ óðàâíåíèÿx = a è x = b:
Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà y = f (x), äåôèíèðàíà è íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ
èíòåðâàë [a, b]. Ðàçäåëÿìå ïî ïðîèçâîëåí íà÷èí èíòåðâàëà [a , b] íà ïîäèíòåðâàëè
ñ òî÷êèòå

a = x0; x1; x2; : : : ; xi � 1; x i ; : : : ; xn� 1; xn = b

Äúëæèíàòà íà i-èÿ èíòåðâàë áåëåæèì ñ

� x i = x i � x i � 1 (i = 1; : : : ; n)

Âúâ âñåêè ïîäèíòåðâàë èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà

� i 2 [x i � 1; x i ] (i = 1; : : : ; n)

è ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â òàçè òî÷êà, ò.å. f (� i ): Ñëåä òîâà óìíî-
æàâàìå òàçè ñòîéíîñò ïî äúëæèíàòà íà ïîäèíòåðâàëà, ò.å. ïîë ó÷àâàìå

f (� i )� x i (i = 1; : : : ; n);

êîåòî å ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèêà ñ îñíîâà îòñå÷êàòà, îïðåäåë åíà îò òî÷êèòå x i � 1 è
x i , è âèñî÷èíà îòñå÷êàòà ñ äúëæèíàf (� i ) (âèæ ÷åðòåæà íà ñëåäâàùàòà ñòðàíèöà).
Ñóìàòà îò òåçè ñòîéíîñòè çà âñè÷êèòån ïîäèíòåðâàëà

nX

i =1

f (� i )� x i

ñå íàðè÷à Ðèìàíîâà èíòåãðàëíà ñóìà çà ôóíêöèÿòà f (x), ñúîòâåòñòâàùà íà
äàäåíîòî ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà [a, b] íà ïîäèíòåðâàëè è èçá îðà íà òî÷êèòå � i .
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Äà îçíà÷èì ñ � ìàêñèìàëíàòà äúëæèíà íà ïîäèíòåðâàëèòå, ò.å.

� = max � x i (1 � i � n)

Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
� ! 0

nX

i =1

f (� i )� x i = S

íåçàâèñèìî îò íà÷èíà íà ðàçäåëÿíå íà èíòåðâàëà [a, b] íà ïîäè íòåðâàëè è èçáîðà

íà òî÷êèòå � i , òî ôóíêöèÿòà f (x) ñå íàðè÷àèíòåãðèðóåìà â Ðèìàíîâ ñìèñúë ,

à ãðàíèöàòà S ñå íàðè÷à îïðåäåëåí èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà f (x) â èíòåðâàëà

[a,b] è ñå îçíà÷àâà ñ Z b

a
f (x) dx; ò.å.

Z b

a
f (x) dx = lim

� ! 0

nX

i=1

f (� i )� x i

×èñëîòî a ñå íàðè÷à äîëíà ãðàíèöà , à ÷èñëîòî b - ãîðíà ãðàíèöà íà îïðå-
äåëåíèÿ èíòåãðàë.

Ñâîéñòâà:
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1.
Z a

b
f (x) dx = �

Z b

a
f (x) dx (ïî äåôèíèöèÿ)

2.
Z b

a
M dx = M (b� a) M-êîíñòàíòà

3.
Z b

a
Mf (x) dx = M

Z b

a
f (x) dx M-êîíñòàíòà

4.
Z b

a
f (x) dx =

Z c

a
f (x) dx +

Z b

c
f (x) dx

5.
Z b

a
( f (x) + g(x) ) dx =

Z b

a
f (x) dx +

Z b

a
g(x) dx

6. Àêî f (x) � g(x) ïðè x 2[a, b], òî
Z b

a
f (x) dx �

Z b

a
g(x) dx

Òåîðåìà 5.1: Àêî åäíà ôóíêöèÿ å íåîãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [a, b], òî òÿ íå å
èíòåãðèðóåìà â Ðèìàíîâ ñìèñúë.

Òåîðåìà 5.2: 1. Âñÿêà íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] ôóíêöèÿ å èíòåãðèðó-
åìà â Ðèìàíîâ ñìèñúë.

2. Âñÿêà ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [a, b] ôóíêöèÿ å èíòåãðèðóåìà
â Ðèìàíîâ ñìèñúë.

Ôîðìóëà íà Ëàéáíèö-Íþòîí

Íåêà Z
f (x) dx = F (x) + C; ò.å. F 0(x) = f (x)

Òîãàâà Z b

a
f (x) dx = F (b) � F (a)

è òîâà ðàâåíñòâî ñå íàðè÷à ôîðìóëà íà Ëàéáíèö-Íþòîí .

Âúâåæäàìå îçíà÷åíèåòî F (x)

�
�
�
�

b

a

= F (b) � F (a).
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Òîãàâà Z b

a
f (x) dx = F (x)

�
�
�
�

b

a
= F (b) � F (a)

Ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí íè êàçâà, ÷å çà äà ïðåñìåòíåì åäè í îïðåäåëåí èí-
òåãðàë, ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì íÿêàêâà ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà ïîäèíòåãðàë-
íàòà ôóíêöèÿ (ò.å. äà ïðåñìåòíåì ñúîòâåòíèÿ íåîïðåäåëåí èí òåãðàë). Ñëåä òîâà
îò ñòîéíîñòòà íà òàçè ïðèìèòèâíà â ãîðíàòà ãðàíèöà íà èíòåãð àëà äà èçâàäèì
ñòîéíîñòòà �è â äîëíàòà ãðàíèöà íà èíòåãðàëà.

5.1
Z 1

0
(x4 + 4x3 � 3x + 1) dx =

Z 1

0
x4 dx + 4

Z 1

0
x3 dx � 3

Z 1

0
x dx +

Z 1

0
1dx =

=

 
x5

5

�
�
�
�

1

0

!

+

 

x4

�
�
�
�

1

0

!

�

 

3
x2

2

�
�
�
�

1

0

!

+

 

x

�
�
�
�

1

0

!

=
1
5

+ 1 �
3
2

+ 1 =
7
10

5.2
Z 2

1
(3x2 + 4e2x ) dx = 3

Z 2

1
x2 dx + 4

Z 2

1
e2x dx =

 

x3

�
�
�
�

2

1

!

+ 2
Z 2

1
e2x d(2x) =

= 7 + 2

 

e2x

�
�
�
�

2

1

!

= 7 + 2( e4 � e2) = 7 + 2 e2(e2 � 1)

Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà

Íåêà ôóíêöèÿòà f (x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] , à x = ' (t) èìà
íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â èíòåðâàëà [ �; � ] è ñòîéíîñòèòå �è ïðèíàäëåæàò íà
èíòåðâàëà [a, b]. Îñâåí òîâà íåêà

' (� ) = a è ' (� ) = b:

Òîãàâà Z b

a
f (x) dx =

Z �

�
f (' (t))' 0(t) dt

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà Z
f (x) dx = F (x):

Òîãàâà
Z �

�
f (' (t)) ' 0(t) dt = F (' (t))

�
�
�
�

�

�

= F (' (� )) � F (' (� )) = F (b) � F (a) =
Z b

a
f (x) dx:

�

5.3 I =
Z 12

7

p
x � 3dx
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Àêî íàïðàâèì ñóáñòèòóöèÿòà x = t2 + 3, òî dx = 2tdt è

p
x � 3 = t:

Ñìåíÿìå ãðàíèöèòå íà èíòåãðàëà â ñúîòâåòñòâèå ñ òàáëèöàòà
x t
12 3
7 2

Ñåãà èíòåãðàëúò äîáèâà âèäà

I = 2
Z 3

2
t2 dt = 2

 
t3

3

�
�
�
�

3

2

!

= 2
�

9 �
8
3

�
=

38
3

Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Íåêà u = u(x) è v = v(x): Òîãàâà

Z b

a
u dv =

 

u:v

�
�
�
�

b

a

!

�
Z b

a
v du

Äîêàçàòåëñòâî : Îò ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïðè íåîïðåäåëåí èíòåã -
ðàë èìàìå Z

(u(x)v0(x) + v(x)u0(x)) dx = u(x)v(x)

Ñëåäîâàòåëíî
Z b

a
(u(x)v0(x) + v(x)u0(x)) dx = u(x)v(x)

�
�
�
�

b

a

Z b

a
(u(x)v0(x) dx +

Z b

a
v(x)u0(x)) dx = u(x)v(x)

�
�
�
�

b

a

Z b

a
(u(x)v0(x) dx = u(x)v(x)

�
�
�
�

b

a

�
Z b

a
v(x)u0(x)) dx;

êîåòî çàïèñâàìå ïî-êðàòêî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Z b

a
u dv =

 

u:v

�
�
�
�

b

a

!

�
Z b

a
v du

�
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5.4 4
Z 2

1
x3 ln x dx =

Z 2

1
ln x dx4 = x4 ln x

�
�
�
�

2

1

�
Z 2

1
x4d ln x = 16 ln 2 �

Z 2

1
x4 1

x
dx =

16 ln 2�
Z 2

1
x3dx = 16 ln 2 �

x4

4

�
�
�
�

2

1

= 16 ln 2 �
�

4 �
1
4

�
= 16 ln 2 �

15
4

5.5
Z 1

0
x2ex dx =

Z 1

0
x2 dex = x2ex

�
�
�
�

1

0

�
Z 1

0
ex dx2 = e � 2

Z 1

0
xex dx =

= e � 2
Z 1

0
x dex = e � 2

 

xex

�
�
�
�

1

0

�
Z 1

0
ex dx

!

= e � 2

 

e � ex

�
�
�
�

1

0

!

=

= e � 2(e � e+ 1) = e � 2 � 0:7182

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

5.6
Z 1

0
(5x4 � 4x3 + x � 1) dx Îòã. � 1

2

5.7
Z 2

� 1
(4x3 � 6x + 4e2x ) dx Îòã. 6 + 2(e4 � e� 2)

5.8
Z 3

2

3x4 � x3 + 2x2 � x + 2
x2

dx Îòã. 113
6 � ln 3 + ln 2

5.9
Z 2

1

x4 � 3x2 � x + 3
x

dx Îòã. 3 ln 2 � 7
4

5.10 2
Z 2

1
(2x � 1) ln x dx Îòã. 4 ln 2 � 1

5.11 27
Z 1

0
(x2 � 1)e3x dx Îòã. 7 � 4e3

5.12
Z 10

5
(x � 2

p
x � 1) dx Îòã. 73

6
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈß ÍÀ ÎÏÐÅÄÅËÅÍ ÈÍÒÅÃÐÀË

1. Ëèöå íà ðàâíèííà ôèãóðà

Îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ãðàôèêàòà íà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöè ÿ y = y(x) � 0,

ïðàâèòå ëèíèè ñ óðàâíåíèÿ x = a, x = b (a < b) è àáñöèñíàòà îñ ñå íàðè÷à

êðèâîëèíååí òðàïåö . 8
<

:

a � x � b

0 � y � y(x)

Ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö ïðåñìÿòàìå ñ ôîðìóëàòà

S =
Z b

a
y(x) dx (5.1)

-

6

O x

y

y = y2(x)

y = y1(x)

a b

D

Ëèöåòî íà îáëàñòòà D, çàãðàäåíà îò ãðàôèêèòå íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè

y = y1(x) è y = y2(x), y1(x) � y2(x), è ïðàâèòå ëèíèè ñ óðàâíåíèÿ x = a,

x = b, ò.å.

D :

8
<

:

a � x � b

y1(x) � y � y2(x)

ñå ïðåñìÿòà ñ ôîðìóëàòà

SD =
Z b

a
( y2(x) � y1(x) ) dx (5.2)
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5.13 Íàìåðåòå ëèöåòî íà îáëàñòòà çàãðàäåíà îò ôóíêöèÿòà f (x) = 16 � x2 è
àáñöèñíàòà îñx.

Ðåøåíèå: Êðèâàòà y(x) = 16 � x2 å ïàðàáîëà ñ âðúõ â òî÷êàòà(0; 16), îáúðíàòà
íàäîëó è ïðåñå÷íèòå è òî÷êè ñ àáñöèñíàòà îñ ñà(� 4; 0) è (4; 0).

Ñëåäîâàòåëíî ëèöåòî íà îáëàñòòà å

S =
Z 4

� 4
(16 � x2) dx =

Z 4

� 4
16 dx �

Z 4

� 4
x2 dx =

= 16

 

x

�
�
�
�

4

� 4

!

�

 
x3

3

�
�
�
�

4

� 4

!

= 128 �
128
3

=
256
3

:

5.14 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ïðàâàòà y = 2x è ïàðà-
áîëàòà y2 = 4x:

Ðåøåíèå: Íàìèðàìå ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ïðàâàòà è ïàðàáîëàòà êàòî ðåø àâàìå
ñèñòåìàòà îò äâåòå óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî:

4x2 = 4x; x2 = x; x2 � x = 0; x(x � 1) = 0

x1 = 0 è x2 = 1

Ñëåäîâàòåëíî îáëàñòòà D å çàãðàäåíà îò ïðàâèòå ëèíèè ñ óðàâíåíèÿ x = 0, x = 1
è ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå y = 2x è y = 2

p
x; ò.å.

D :

8
<

:

0 � x � 1

2x � y � 2
p

x
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Òîãàâà

SD =
Z 1

0
(2

p
x� 2x) dx = 2

Z 1

0

p
x dx� 2

Z 1

0
x dx =

4
3

 

x
p

x

�
�
�
�

1

0

!

�

 

x2

�
�
�
�

1

0

!

=
4
3

� 1 =
1
3

5.15 Íàìåðåòå ëèöåòî íà îáëàñòòà çàãðàäåíà îò ïðàâàòà y(x) = 8 � 2x è ïàðàáîëàòà
f (x) = 16 � x2.

Ðåøåíèå: Çà äà íàìåðèì ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ïðàâàòà è ïàðàáîëàòà ðåøàâ àìå
óðàâíåíèåòî 16� x2 = 8 � 2x. Êîðåíèòå ìó ñà x1 = � 2 è x2 = 4 . Ñëåäîâàòåëíî
ëèöåòî íà îáëàñòòà å

S =
Z 4

� 2
[(16 � x2) � (8 � 2x)] dx =

Z 4

� 2
8 dx �

Z 4

� 2
x2 dx +

Z 4

� 2
2x dx =

= 8

 

x

�
�
�
�

4

� 2

!

�

 
x3

3

�
�
�
�

4

� 2

!

+

 

x2

�
�
�
�

4

� 2

!

= 48 � 20 + 12 = 36:

Ñëåäâàùèòå ïðèìåðè ñà ïî-èíòåðåñíè îò èêîíîìè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà.

Àêî ïî îñòà x îò÷èòàìå áðîé ïðîäóêòè, à ïî îñòà y öåíàòà çà åäèí ïðîäóêò, òî
ëèöåòî íà îáëàñòòà å ïðèõîä, äîõîä.

Àêî ïî îñòà x îò÷èòàìå âðåìå, à ïî îñòà y áðîé ïðîäóêòè, ïðîèçâåäåíè çà åäè-
íèöà âðåìå, òî ëèöåòî íà îáëàñòòà ùå îòðàçÿâà êîëè÷åñòâî.

5.16 Íóæäèòå íà èíäóñòðèÿòà íà åäíà ñòðàíà îò ãîðèâî çà ãîäèíà âúâ âñåêè ìî-
ìåíò t ñå çàäàâàò ñ ôóíêöèÿòà y(t) = 3 + 1 :5

p
t ìèëèîíà ëèòðà. Êîëêî ãîðèâî

ùå áúäå èçïîëçâàíî çà 16 ãîäèíè?

Ðåøåíèå: Êîëè÷åñòâîòî ãîðèâî å ðàâíî íà
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Z 16

0
(3+1:5

p
t) dt =

Z 16

0
3 dt+1:5

Z 5

0

p
t dt = 3

 

t

�
�
�
�

16

0

!

+1:5

 
2
3

p
t3

�
�
�
�

16

0

!

= 48+64 = 112

ìèëèîíà ëèòðà.

5.17 Àêî ðàçïîëàãàìå ñ 2500 ìèëèîíà òîíà âúãëèùà è êîíñóìàöèÿòà ç à ãîäèíà âúâ
âñåêè ìîìåíò t ñå çàäàâà ñ ôóíêöèÿòà y(t) = 20 + 1 :2t ìèëèîíà òîíà, òî çà
êîëêî ãîäèíè çàïàñèòå íè ùå áúäàò èç÷åðïàíè?

Ðåøåíèå: Êîëè÷åñòâîòî âúãëèùà ñå ïðåñìÿòà ñ îïðåäåëåí èíòåãðàë è òî ù å áúäå
èç÷åðïàíî, êîãàòî ñòîéíîñòòà íà òîçè èíòåãðàë å ðàâíà íà 250 0. Ñëåäîâàòåëíî
òðÿáâà äà íàìåðèì ãîðíàòà ãðàíèöà b íà òîçè èíòåãðàë, ò.å.

Z b

0
(20 + 1:2t) dt = 2500

Ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëà è ïîëó÷àâàìå

(20t + 0:6t2)

�
�
�
�

b

0

= 2500

0:6b2 + 20b= 2500

3b2 + 100b� 12500 = 0:

Òîâà êâàäðàòíî óðàâíåíèå èìà äâà êîðåíà b= � 250
3 è b= 50 . Òúé êàòî åäèíèÿò

êîðåí å îòðèöàòåëåí, òî çàïàñèòå ùå ñòèãíàò çà 50 ãîäèíè.

Èçëèøúê íà òúðñåíåòî

Â èêîíîìè÷åñêèòå ìîäåëè ñå ïðåäïîëàãà, ÷å âñè÷êè ïîòðåáèòå ëè ïëàùàò åäíà è
ñúùà öåíà çà åäèíèöà ïðîäóêò. Òàçè öåíà å ðåçóëòàò íà ïðîòèâî ðå÷àùè ñè èíòå-
ðåñè íà ïàçàðà ìåæäó òúðñåíå è ïðåäëàãàíå è å ïðîäóêò íà áàëàí ñà ìåæäó òîâà,
êîåòî ïîòðåáèòåëèòå æåëàÿò è ìîãàò äà ïëàòÿò è êîëè÷åñòâîòî , êîåòî ïðîèçâîäè-
òåëèòå æåëàÿò è ìîãàò äà ïðîèçâåäàò/äîñòàâÿò.

Äà ðàçãëåäàìå ïúðâî ñèòóàöèÿòà îò ãëåäíà òî÷êà íà ïîòðåáèòåëèòå. Èêîíîìèñ-
òèòå èçïîëçâàò íàìàëÿâàùè ôóíêöèè, íàðå÷åíè êðèâè íà òúðñåíåòî (demand
curves) , çà äà ïðåäñòàâÿò çàâèñèìîñòòà ìåæäó áðîÿ ïðîäóêòè q, òúðñåíè îò ïîò-
ðåáèòåëèòå èpd(q) - öåíàòà çà åäèíèöà ïðîäóêò.
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Ôèã. 1

Íà Ôèã. 1 å ïîêàçàíà òàêàâà êðèâà íà òúðñåíå. Îò íåÿ ñå âèæäà äî áðå ïîçíàòèÿ
íè ôàêò, ÷å êîãàòî öåíàòà å íèñêà èìàìå ãîëÿìî òúðñåíå, à êîãà òî å âèñîêà - ñëàáî
òúðñåíå.

Òî÷êàòà E(b; pd(b)) å òî÷êàòà íà ðàâíîâåñèå (equilibrium point) ìåæäó òúð-
ñåíåòî è ïðåäëàãàíåòî.

Ëèöåòî íà îáëàñòòà ìåæäó êðèâàòà è àáñöèñíàòà îñ

Z b

0
pd(t) dt;

ïðåäñòàâëÿâà êîëè÷åñòâîòî ïàðè, êîèòî ïîòðåáèòåëèòå ñà äàëè çà ïîêóïêàòà íà b
áðîÿ ïðîäóêòè.

Àêî òîçè áðîé áåøå ïðîäàäåí íà öåíàòà, êîÿòî èìàìå ïðè ðàâíîâ åñèåòî íà ïàçàðà
pd(b), òî êîëè÷åñòâîòî ïàðè, êîèòî ïîòðåáèòåëèòå áèõà äàëè å b :pd(b), êîåòî å ëè-
öåòî íà ïðàâîúãúëíèêà ïîä ñèâàòà ÷àñò.

Òîãàâà å íàïúëíî åñòåñòâåíî ðàçëèêàòà

Z b

0
pd(q) dq � b:pd(b)

äà ïðèåìåì çà ìÿðêà çà èçãîäàòà, êîÿòî ïîòðåáèòåëèòå èìàò îò òîâà, ÷å íà ïàçàðà
èìà ñáëúñúê íà òúðñåíå è ïðåäëàãàíå, êîåòî âîäè äî íàìàëÿâàí å íà öåíàòà.

Òàçè ðàçëèêà ñå íàðè÷àèçëèøúê íà òúðñåíåòî (consumers' surplus) è ùå
áåëåæèì ñ CS.

CS =
Z b

0
pd(q) dq � b:pd(b)
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Èçëèøúê íà ïðåäëàãàíåòî

Àíàëîãè÷íî, àêî ðàçãëåäàìå ñèòóàöèÿòà îò ãëåäíàòà òî÷êà íà ïðîèçâîäèòåëèòå,

Ôèã. 2

ðàçëèêàòà

b:ps(b) �
Z b

0
ps(q) dq

ñå íàðè÷à èçëèøúê íà ïðåäëàãàíåòî (producers' surplus) è ùå áåëåæèì ñ
PS.

P S = b:ps(b) �
Z b

0
ps(q) dq

5.18 Ïðåñìåòíåòå CS, àêî êðèâàòà íà òúðñåíåòî å pd(q) =
80

(0:2 + 0:1q)2
, êúäåòî

q å â ìèëèîíà òîíà è pd(q) å â åâðî çà òîí. Ðàâíîâåñèåòî íà ïàçàðà ñå äîñòèãà
ïðè 18 ìèëèîíà òîíà.

Ðåøåíèå: Ïðåñìÿòàìå pd =
80

(0:2 + 1:8)2
=

80
4

= 20

Ñåãà èìàìå

CS =
Z 18

0

80
(0:2 + 0:1q)2

dq � 18:20 =

= 10
Z 18

0

80
(0:2 + 0:1q)2

d(0:1q+ 0:2) � 360 =

= 800
Z 18

0
(0:2 + 0:1q)� 2 d(0:1q+ 0:2) � 360 =
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= �

 
800

0:2 + 0:1q

�
�
�
�

18

0

!

� 90 = � 400 + 4000� 360 = 3240:

5.19 Ïðåñìåòíåòå P S, àêî êðèâàòà íà ïðåäëàãàíåòî å ps(q) =
p

(4 + 0:2q)3, êú-
äåòî q å áðîé êàìèîíè (â õèëÿäè) è ps(q) å â åâðî. Ðàâíîâåñèåòî íà ïàçàðà ñå
äîñòèãà ïðè 60 õèëÿäè êàìèîíà.

Ðåøåíèå: Ïúðâî ïðåñìÿòàìå

ps(60) =
p

(4 + 12)3 =
p

46 = 64

Ñåãà èìàìå

P S = b:ps(b) �
Z b

0
ps(q) dq = 60:64�

Z 60

0

p
(4 + 0:2q)3 dq=

= 3840 � 5
Z 60

0
(4 + 0:2q)

3
2 d(0:2q+ 4) =

= 3840 � 2

 

(4 + 0:2q)
5
2

�
�
�
�

60

0

!

= 3840 � 2(1024� 32) = 1856
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5.20 Ïðåñìåòíåòå CS, àêî êðèâàòà íà òúðñåíåòî å pd(q) = 25 � q� q2 è ðàâíîâå-
ñèåòî íà ïàçàðà ñå äîñòèãà ïðè öåíà p = 19:

Ðåøåíèå: Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì êîëè÷åñòâîòî ïðîäóêòè b; ïðè êîåòî ñå äîñ-
òèãà ðàâíîâåñíàòà öåíà.

Èìàìå:
pd(b) = 25 � b� b2 = 19

Ïîëó÷àâàìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

b2 + b� 6 = 0

Äèñêðèìèíàíòàòà íà òîâà óðàâíåíèå å D = ( � 1)2 � 4:1:(� 6) = 1 + 24 = 25 = 5 2 è
ñëåäîâàòåëíî êîðåíèòå ìó ñà:

b1 =
� 1 + 5

2
= 2; b2 =

� 1 � 5
2

= � 3

Íî b íå ìîæå äà å îòðèöàòåëíî è ñëåäîâàòåëíî b= 2:

Ñåãà èìàìå

CS =
Z 2

0
(25 � q � q2) dq � 2:19 = 25

Z 2

0
1 dq�

Z 2

0
q dq�

Z 2

0
q2 dq � 38 =

= 25:2 �

 
q2

2

�
�
�
�

2

0

!

�

 
q3

3

�
�
�
�

2

0

!

� 38 = 12 � 2 �
8
3

= 10 �
8
3

=
22
3
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Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

5.21 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò êðèâàòày = ln x è ïðàâèòå
x = e; x = e2 è y = 0:

Îòã. e2

5.22 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò àáñöèñíàòàîñ è ïàðàáî-
ëàòày = 3 + 2 x � x2.

Îòã.
32
3

5.23 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ïàðàáîëàòà y = 2 � x2 è
ïðàâàòà y = x:

Îòã.
9
2

5.24 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ïàðàáîëàòà y = x2 + 2x è
ïðàâàòà y = x + 2:

Îòã.
9
2

5.25 Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò ïàðàáîëàòà y2 = 4x + 4 è
ïðàâàòà x + y = 2:

Îòã.
64
3

5.26 Ïðåñìåòíåòå CS, àêî êðèâàòà íà òúðñåíåòî å pd(q) = 28 � q2. Ðàâíîâåñèåòî
íà ïàçàðà ñå äîñòèãà ïðè b= 5:

Îòã. CS =
250
3

5.27 Ïðåñìåòíåòå CS, àêî êðèâàòà íà òúðñåíåòî å pd(q) = 12
q+3 . Ðàâíîâåñèåòî íà

ïàçàðà ñå äîñòèãà ïðè pd(b) = 2 :

Îòã. CS = 6(2 ln 2 � 1)

5.28 Ïðåñìåòíåòå P S, àêî êðèâàòà íà ïðåäëàãàíåòî å ps(q) = q2 + 4q+ 5. Ðàâíî-
âåñèåòî íà ïàçàðà ñå äîñòèãà ïðè ps(b) = 10:

Îòã. P S =
8
3

5.29 Ïðåñìåòíåòå P S, àêî êðèâàòà íà ïðåäëàãàíåòî å ps(q) = q2 + q + 3. Ðàâíî-
âåñèåòî íà ïàçàðà ñå äîñòèãà ïðè b= 4:

Îòã. P S =
152
3
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5.30 Ïðåñìåòíåòå P S, àêî êðèâàòà íà ïðåäëàãàíåòî å ps(q) = q2 +3. Ðàâíîâåñèåòî
íà ïàçàðà ñå äîñòèãà ïðè ps(b) = 12:

Îòã. P S = 18

5.31 Ïðåñìåòíåòå CS è P S, àêî êðèâèòå íà òúðñåíåòî è íà ïðåäëàãàíåòî ñà
ñúîòâåòíî pd(q) = 16 � q2 è ps(q) = 2 q2 + 4.

Îòã. CS =
16
3

; P S =
32
3

5.32 Ïðåñìåòíåòå CS è P S, àêî êðèâèòå íà òúðñåíåòî è íà ïðåäëàãàíåòî ñà
ñúîòâåòíî pd(q) = 20 � 3q � q2 è ps(q) = q � 1.

Îòã. CS =
63
2

; P S =
9
2



Ãëàâà 6

Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ

Îñíîâíè ïîíÿòèÿ è äåôèíèöèè

Óðàâíåíèå, â êîåòî íåèçâåñòíîòî å ôóíêöèÿ íà åäíà èëè íÿêîëê î ïðîìåíëèâè è òÿ
ó÷àñòâà çàåäíî ñúñ ñâîè ïðîèçâîäíè èëè äèôåðåíöèàëè, ñå íàð è÷à äèôåðåíöè-
àëíî óðàâíåíèå . Àêî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å ôóíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè,
ò.å. òÿ ó÷àñòâà â óðàâíåíèåòî çàåäíî ñúñ ñâîè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, óðàâíåíèåòî ñå
íàðè÷à ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå . Àêî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å ôóí-
êöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà, òî óðàâíåíèåòî ñå íàðè÷à îáèêíîâåíî äèôåðåíöè-
àëíî óðàâíåíèå . Íèå ùå ðàçãëåäàìå ñàìî îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíè ÿ
ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè.

Ðåä íà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íàðè÷àìå íàé-âèñîêèÿ ðåä íà ïðîèçâîäíè-
òå íà ôóíêöèÿòà, ó÷àñòâàùè â óðàâíåíèåòî.

Îáùèÿò âèä íà óðàâíåíèå îò n� òè ðåä å

F (x; y; y0; y00; : : : ; y(n)) = 0 ; x 2 (a; b) (6.1)

Ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (6.1) íàðè÷àìå âñÿêà ôóíêöèÿ
y = ' (x); êîÿòî ãî ïðåâðúùà â òúæäåñòâî. Ãðàôèêàòà íà åäíî ðåøåíèå íà ä è-
ôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñå íàðè÷à èíòåãðàëíà êðèâà. Íèå ùå îòúæäåñòâÿâàìå
òåçè äâå ïîíÿòèÿ.

Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå ñàìî åäèí âèääèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúð-
âè ðåä . Íåêà y = y(x); x 2 (a; b). Îáùèÿò âèä íà óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä å

F (x; y; y0) = 0 (6.2)

èëè
y0 = f (x; y); (6.3)

àêî óðàâíåíèåòî (6.2) å ðåøåíî îòíîñíî ïðîèçâîäíàòà.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèåòî y0 = 2x å óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä è y(x) = x2 å ðåøåíèå
íà óðàâíåíèåòî, çàùîòî (x2)0 = 2x: Íåùî ïîâå÷å, è ôóíêöèèòå y(x; C) = x2 + C

77
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(åäíîïàðàìåòðè÷íà ôàìèëèÿ ïàðàáîëè ), êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà, ñúùî
ñà ðåøåíèÿ, çàùîòî îòíîâî (x2 + C)0 = 2x:

Ôóíêöèÿòà y = ' (x; C); êîÿòî ïðåâðúùà óðàâíåíèåòî (6.2) â òúæäåñòâî, ñå íàðè÷à
îáùî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî.

Ðàâåíñòâî îò âèäà �( x; y; C) = 0 ; êîåòî çàäàâà îáùîòî ðåøåíèå â íåÿâåí âèä, ñå
íàðè÷à îáù èíòåãðàë .

×àñòíî ðåøåíèå íà (6.2) å òàêîâà ðåøåíèå, êîåòî ñå ïîëó÷àâà îò îáùîòî ðåøåíè å
çà êîíêðåòíà ñòîéíîñò íà êîíñòàíòàòà C:

Îñîáåíî ðåøåíèå íà (6.2) å òàêîâà ðåøåíèå, êîåòî íå ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò îá-
ùîòî ðåøåíèå çà íèêàêâà ñòîéíîñò íà êîíñòàíòàòà C:

6.1 Äà ñå íàìåðè äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, ÷èåòî îáùî ðåøåíèå å ôàìèëèÿòà
êðèâè ëèíèè

y = ( x � C)2 (�1 < x < + 1 ) (6.4)

Ðåøåíèå: Äèôåðåíöèðàìå (6.4) îòíîñíî x è ïîëó÷àâàìå

y0 = 2( x � C) ( �1 < x < + 1 ) (6.5)

Îò (6.5) ) x � C =
y0

2
è çàìåñòâàéêè â (6.4) ïîëó÷àâàìå

y02 = 4y

Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè

Àêî çàïèøåì ôóíêöèÿòà f (x; y) âúâ âèäàf (x; y) = �
M (x; y)
N (x; y)

è îò÷åòåì, ÷å y0 =
dy
dx

,

óðàâíåíèåòî (6.3) ìîæåì äà çàïèøåì â òàêà íàðå÷åíàòà ñèìåòð è÷íà ôîðìà

M (x; y) dx + N (x; y) dy = 0 (6.6)

Àêî ôóíêöèÿòà M (x; y) å ôóíêöèÿ ñàìî íà ïðîìåíëèâàòà x; ò.å M (x; y) = M (x),
à N (x; y) çàâèñè ñàìî îò ïðîìåíëèâàòà y; ò.åN (x; y) = N (y), òî óðàâíåíèåòî (6.6)
äîáèâà âèäà

M (x) dx + N (y) dy = 0 (6.7)

è ñå íàðè÷à óðàâíåíèå ñðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè .

Ðåøàâàíåòî íà òîâà óðàâíåíèå ñòàâà ñ íåïîñðåäñòâåíî èíòåãð èðàíå íà (6.7):
Z

M (x) dx +
Z

N (y) dy = C:

Íî
R

M (x) dx = ' (x), à
R

N (y) dy =  (y) è ðåøåíèåòî èìà âèäà ' (x)+  (y) � C = 0,
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å îáèêíîâåíî ðåøåíèåòî ñå ïîëó÷àâà â íåÿâå í âèä �( x; y; C) = 0 .
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6.2 Ðåøåòå óðàâíåíèåòî yy0� x = x2.

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóâàìå óðàâíåíèåòî è ïîëó÷àâàìå

yy0 = x2 + x , y
dy
dx

= x2 + x , y dy = ( x2 + x) dx;

êîåòî å óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè. Èíòåãðèðàìå è ïîë ó÷àâàìå

Z
y dy =

Z
(x2 + x) dx )

y2

2
=

x3

3
+

x2

2
+ C

Íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà ñà ïðåäñòàâåíè 8 êðèâè îò ôàìèëèÿòà êðèâè ëèíèè
C = 4; 3; 2; 1; 0; � 1; � 2; � 3.

6.3 Ðåøåòå óðàâíåíèåòî (1 + x)y dx + (1 � y)x dy = 0.

Ðåøåíèå: Ðàçäåëÿìå äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî ñ xy 6= 0 è ïîëó÷àâàìå

1 + x
x

dx +
1 � y

y
dy = 0 ) dx +

1
x

dx = dy �
1
y

dy

Èíòåãðèðàìå è ïîëó÷àâàìå îáùèÿ èíòåãðàë
Z

dx+
Z

1
x

dx =
Z

dy�
Z

1
y

dy ) x+ln jxj = y� ln jyj+ C ) ln jxyj+ x� y = C

Îò xy = 0 ïîëó÷àâàìå îùå äâå ðåøåíèÿ: x = 0 è y = 0: Òå íå ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò
îò îáùèÿ èíòåãðàë è ñëåäîâàòåëíî ñà îñîáåíè ðåøåíèÿ.
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Êàêòî çíàåì â êîíêóðåíòåí ïàçàð ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî öåíàòà p íà äàäåí ïðîäóêò
ñå íàñòðîéâà êúì ðàâíîâåñíàòà ñè ñòîéíîñò çàâèñè îò òîâà êàê âî å òúðñåíåòî íà
ïàçàðà. Àêî ïîòðåáèòåëèòå æåëàÿò è èìàò âúçìîæíîñò äà çàêóï ÿò ìíîãî ïîâå÷å
ïðîäóêöèÿ, îòêîëêîòî ïðîèçâîäèòåëèòå è òúðãîâöèòå ñà ñêëî ííè äà äîñòàâÿò ïî
òåêóùàòà öåíà, òîãàâà ùå èìà ãîëÿì íàòèñê âúðõó öåíèòå è òå ùå ñå ïîêà÷âàò. Àêî,
îáà÷å èìà ñàìî ëåê íåäîñòèã íà ïðîäóêòè, òî ñëåä ìàëêà êîðåêö èÿ íà öåíàòà òîçè
íàòèñê ùå áúäå ñëàá. Àêî òúðñåíåòî å îòðèöàòåëíî òàâà îçíà÷àâà, ÷å äîñòàâåíî-
òî êîëè÷åñòâî ïðåâèøàâà òúðñåíåòî è â òîçè ñëó÷àé öåíèòå ùå çàïî÷íàò äà ïàäíàò.

Â ïðåäèøíàòà ãëàâà òúðñåíåòî è ïðåäëàãàíåòî áÿõà ôóíêöèè íà áðîÿ ïðîäóêòè q:
Íåêà ñåãà òúðñåíåòî è ïðåäëàãàíåòî ñà ëèíåéíè ôóíêöèè íà öåí àòà p

qd(p) = a + b:p è qs(p) = c + d:p; (6.8)

êúäåòî a; d > 0 è b; c < 0.

Àêî ñ k îçíà÷èì êîåôèöèåíòà, êîéòî îòðàçÿâà ñòåïåíòà íà ðåãóëèðàí å íà öåíàòà
p ïðîïîðöèîíàëíî íà òúðñåíåòî, òîãàâà ìîæåì äà íàïèøåì, ÷å

dp
dt

= k[qd(p) � qs(p)]

Çàìåñòâàéêè qd(p) è qs(p) ñ òåõíèòå ðàâíè îò (6.8), ïîëó÷àâàìå

dp
dt

= k[(a + b:p) � (c + d:p)] = k(a � c + b:p� d:p) = k(b� d)p + k(a � c);

êîåòî å óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè.

6.4 Íåêà êðèâèòå íà òúðñåíåòî è ïðåäëàãàíåòî ñà

qd(p) = 170 � 8p è qs(p) = 4 p � 10;

è k = 0; 5: Àêî â íà÷àëîòî öåíàòà å áèëà p0 = p(0) = 10 è òÿ íå å öåíàòà íà
ðàâíîâåñèåòî, òî ïðè êàêâà öåíà ùå íàñòúïè ðàâíîâåñèå íà ïàç àðà? Îáÿñíåòå ïî-
âåäåíèåòî íà ïàçàðà.

Ðåøåíèå:
dp
dt

= 0; 5(qd(p) � qs(p)) = 0 ; 5[(� 12p) + 180] = � 6p + 90

Ñëåäîâàòåëíî óðàâíåíèåòî å
dp
dt

= � 6p + 90

Òîâà óðàâíåíèå å ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè è íåãîâîòî ðåøåíèå å

dp
90� 6p

= dt

Z
1

15� p
dp =

Z
6dt
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Z
1

p � 15
d(p � 15) = �

Z
6dt

ln jp � 15j = � 6t + C

Ïðè t = 0 çíàåì, ÷å p0 = p(0) = 10 è ñëåäîâàòåëíî

ln 5 = C

Ñëåäîâàòåëíî

ln jp � 15j = � 6t + ln 5

ln jp � 15j � ln 5 = � 6t

ln

�
�
�
�
p � 15

5

�
�
�
� = � 6t

�
�
�
�
p � 15

5

�
�
�
� = e� 6t

Àêî p� 15 � 0; òî p(t) = 15+5 e� 6t è ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå.

)
p � 15

5
= � e� 6t

) p(t) = 15 � 5e� 6t

Ñëåäîâàòåëíî ðàâíîâåñíàòà öåíà å 15 è ïàçàðúò ùå áúäå ñòàáèëåí, çàùîòî åêñïî-
íåíöèàëíàòà ôóíêöèÿ e� 6t ñ íàðàñòâàíå íà âðåìåòî ùå êëîíè êúì íóëà. Ðàâíî-
âåñíàòà öåíà ñå äîñòèãà áúðçî. Íàïðèìåð, ïðè t = 2 òÿ âå÷å åp(2) = 14; 99997 è
ñëåä òîâà ùå îñòàíå ñòàáèëíà.

6.5 Áîðÿíà ñè ïðèãîòâèëà îâåñåíà êàøà è çàáåëÿçàëà, ÷å òåìïåðàòóðàòà íà êà-
øàòà íàìàëÿëà îò 100� íà 60� çà 10 ìèíóòè. Òåìïåðàòóðàòà â ñòàÿòà å20� . Êîëêî
âðåìå îùå òðÿáâà äà èç÷àêà Áîðÿíà, ÷å òåìïåðàòóðàòà íà êàøàò à äà ñòàíå40� ?

Ðåøåíèå: Äà îçíà÷èì òåìïåðàòóðàòà íà îâåñåíàòà êàøà â ìîìåíòà t ñ T(t): Îò
ôèçèêàòà å èçâåñòíî, ÷å ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà òåìïåðàòó ðàòà íà äàäåíî òÿëî
å ïðîïîðöèîíàëíà íà ðàçëèêàòà îò òåìïåðàòóðàòà íà òÿëîòî è í à îêðúæàâàùàòà ãî
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ñðåäà. Ñëåäîâàòåëíî ïðîöåñúò íà èçñòèâàíå ñå õàðàêòåðèçèðà ñúñ ñëåäíîòî äèôå-
ðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåíè ïðîìåíëèâè ( çíàêúò ìèíóñ å çàùîòî òÿëîòî
èçñòèâà).

dT
dt

= � k(T � 20) (6.9)

)
1

T � 20
dT = � k dt )

Z
1

T � 20
dT = �

Z
k dt

)
Z

1
T � 20

d(T� 20) = �
Z

k dt ) ln jT� 20j = � k:t+ln jCj ) ln

�
�
�
�
T � 20

C

�
�
�
� = � k:t

Ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî (6.8) å

T(t) = 20 + C:e� kt (6.10)

Ñåãà òðÿáâà äà îïðåäåëèì êîíñòàíòèòå C è k. Îò íà÷àëíîòî óñëîâèå çíàåì, ÷å
ïðè t = 0 òåìïåðàòóðàòà íà îâåñåíàòà êàøà å 100� . Ñëåäîâàòåëíî èìàìå

T(0) = 100 = 20 + C:e0 = 20 + C; ò.å. C = T(0) � 20 = 80

) T(t) = 20 + 80 :e� kt (6.11)

Ñëåäâàùîòî óñëîâèå å, ÷å ïðè t = 10 òåìïåðàòóðàòà íà îâåñåíàòà êàøà å 60� .

Ñëåäîâàòåëíî èìàìå

T(10) = 60 = 20 + 80:e� 10k ; ò.å. 40 = 80:e� 10k

Ñëåäîâàòåëíî

e� 10k =
1
2

) � 10k = ln
1
2

= ln 1 � ln 2 = � ln 2 ) k =
ln 2
10

È òàêà, ðåøåíèåòî å
T(t) = 20 + 80 :e� ln 2

10 �t (6.12)
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Ñåãà å ëåñíî äà îïðåäåëèì çà êîëêî âðåìå òåìïåðàòóðàòà ùå ñòà íå 40� .

Èìàìå

40 = 20 + 80:e� ln 2
10 �t ; ò.å. e� ln 2

10 �t =
1
4

) �
ln 2
10

� t = � ln 4 , t = 10 �
ln 4
ln 2

= 10 �
2 ln 2
ln 2

= 20

Òúé êàòî Áîðÿíà å ÷àêàëà âå÷å 10 ìèíóòè, òî òðÿáâà äà èç÷àêà îùå 10 ìèíóòè.

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà:

Ðåøåòå óðàâíåíèÿòà:

6.6 (1 + x2)y dx + (1 � y2)x dy = 0 Îòã. x2 � y2 + 2 ln jxyj = C

6.7 (1 � y2)x dx + (1 + x2)y dy = 0 Îòã. jy2 � 1j = C(x2 + 1)

6.8 y0 = y(x2 + ex ) Îòã. 3 ln jyj = x3 + 3ex + C

6.9 (x2 + 4) :y0 = 2xy Îòã. y = C(x2 + 4)

6.10 y0 = � x:ey Îòã. 2e� y � x2 = C

6.11 x(y + 2) :y0 = ln x + 1 Îòã. 2y2 + 4y = (ln x + 1) 2 + C

6.12 (1 + ex ) dy = ex dx Îòã. y = ln( ex + 1) + C

6.13 ey� x2
dy � 2x dx = 0 Îòã. y = ln( ex2

+ C)


